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Número y forma son los pilares sobre los cuales se ha construido el enorme 
edificio de la Matemática. Sobre aquél se erigieron la Aritmética y el Algebra; 
sobre éste, la Geometría y la Trigonometría. En plena Edad Moderna, ambos 
pilares se unifican en maravillosa simbiosis para sentar la base del análisis. 
Del número —en su forma concreta y particular— surgió la Aritmética, pri- 
mera etapa en la historia de la Matemática. Más tarde, cuando el hombre 
dominó el concepto de número y lo hizó de manera abstracta y general, dio 
un paso adelante en el desarrollo del pensamiento matemático, así nació el 
Algebra. 


Los griegos han dejado una estela maravillosa de su singular ingenio en casi 
todas las manifestaciones culturales. De manera que en las formas concretas 
lograron elaborar un insuperable plástica y en las formas puras nos legaron 
las corrientes perennes de su filosofía y las bases teóricas de la Matemáti- 
ca ulterior. Nuestra cultura y civilización son una constante recurrencia a lo 
griego. Por ello, no podemos ignorar la contribución de los pueblos helénicos 
al desarrollo de la Matemática. El cuerpo de las doctrinas matemáticas que 
establecieron los griegos tiene sus aristas más sobresalientes en Euclides, 
Arquímedes y Diáfano, 


Con Arquímedes —hombre griego— se inicia la lista de matemáticos mo- 
dernos. Hierón, rey de Siracusa, ante la amenaza de las tropas romanas a las 
órdenes de Marcelo, solicita a Arquímedes llevar a cabo la aplicación de esta 
ciencia. De manera que él diseña y prepara los artefactos de guerra que de- 
tienen por tres años al impetuoso general romano. En la guarda se puede 0b- 
servar cómo las enormes piedras de más de un cuarto de tonelada de peso, 
lanzadas por catapultas, rechazaban a los ejércitos romanos y cómo los 
espejos ustorios convenientemente dispuestos incendian la poderosa flota. 
Al caer Megara y verse bloqueado, Siracusa se rinde (212 a. C.). Marcelo, 
asombrado ante el saber de quien casi lo había puesto en fuga con sus 
ingeniosidades, requiere su presencia. Ante la negación de Arquímedes de 
prestar sus servicios al soberbio general vencedor de su Patria, un soldado 
romano le da muerte con su espada. 


Nuestra portada 


A los árabes se debe el desarrollo de una de las más importantes ramas de la Matemática: el 
Álgebra. Al-Juarismi, el más grande matemático musulmán, dio forma a esta disciplina, la cual 
después iba a ser clásica. Nació en la ciudad persa de Huwarizmi, hoy Khiwa, a fines del siglo 
vin. Murió hacia el 844 (230 de la Hégira). En la biblioteca del califa Al-Mamún compuso en el 
825 (210 de la Hégira) su obra Kitab al-muhtasar fi hisab al-gabr wa-al-mugabala", de la que 


se deriva el nombre de esta ciencia. Al-gabr significa ecuación o restauración, al-mugabala 
son términos que hay que agregar o quitar para que la igualdad no se altere. Por esto, en rigor, 


el Algebra no es más que una teoría de las ecuaciones. 
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Dr. Aurelio Baldor (breve semblanza) 


Aurelio Baldor nació en la Habana, Cuba, el 22 de octubre de 1906. 
Fue un hombre exitoso dedicado a la educación y enseñanza de las 
matemáticas. En su tierra natal fue fundador y director del Colegio 
Baldor durante las décadas del cuarenta y cincuenta. Tras el estable- 
cimiento del gobierno de Fidel Castro, en 1960 se trasladó con su 
familia a México y, finalmente, a Estados Unidos, vivió en Nueva Or- 
leans y Nueva York, donde impartió clases de matemáticas. Falleció 
en Miami el 3 de abril de 1978. 


Acerca del libro 


Para los que nacimos en la segunda mitad del siglo xx y algunos en este siglo, el nombre Baldor es 
sinónimo de conocimiento, educación, calidad y razonamiento matemático. 

El libro desde su creación fue una aportación notable de Aurelio Baldor y una herramienta exce- 
lente para la enseñanza de las matemáticas en español. Desde su origen empleó una metodología 
innovadora, clara y completa para la comprensión de los temas por parte de los alumnos. Ha sido 
una excelente herramienta para el profesor, ya que contaba con centenares de ejemplos y ejercicios 
que facilitaban la labor docente y en muchos casos ha sido una herramienta poderosa para la auto 
enseñanza y el repasar los temas de cada materia. 

La serie Baldor está compuesta por tres obras: Algebra, Aritmética y Geometría y Trigonometría. 

Desde 1950 con la portada del Árabe Al-Juarismi la edición más conocida de Algebra, el libro 
ha sido reconocido como el más innovador en la enseñanza de las matemáticas ya que desde esa 
época estaba todo a color (o como los editores nos referimos “a cuatro tintas”), además de tener una 
encuadernación fina de pasta dura que permitia su conservación, fácil manipulación y denotaba la 
calidad en su producción. 

En 2007 Grupo Editorial Patria hizo la primer mejora a la edición con varias premisas en mente. 
Dentro de ellas estaba el no perder su calidad, mejorar el diseño y devolverle al libro el toque de in- 
novación que tuvo desde su origen. Con ello en mente la edición de 2007, tuvo una nueva portada 
(tema que causó gran controversia) que buscaba diferenciarlo de su edición anterior y dar un paso 
hacia adelante en esta importante serie de libros. También se le cambiaron los interiores utilizando las 
nuevas herramientas tecnológicas de diseño. Otro aspecto importante fue corregir y mejorar algunos 
detalles técnicos, la actualización de precios y ejemplos para hacer más cotidiano a los estudiantes su 
uso y experiencia. Una gran aportación fue el CD que se preparó y contenía videos con aplicaciones 
de las maternáticas, numerosos ejemplos y el uso del correo entre alumno y profesor además de otras 
aplicaciones; lo que favorecía el uso de la tecnología en la clase. 

Estamos muy contentos y satisfechos de mostrar la nueva edición de la serie Baldor, la cual 
pone en un contexto moderno esta poderosa herramienta de enseñanza. La obra busca satisfacer las 


Iv ÁLGEBRA *= BALDOR 


cambiantes necesidades de los estudiantes y profesores; así, de forma sintética, les mencionamos 
algunos de los cambios en la tercera edición. 

Contenido: revisamos de manera minuciosa toda la obra, todos los ejercicios (sus enunciados y 
respuestas), se clarificaron los que pudieran tener ambigúedad, distinguimos con claridad la diferencia 
entre sucesión y serie, se actualizó la notación para combinaciones y permutaciones, reemplazamos 
la notación europea de la división por la americana, entre otros puntos. 

De forma especial consideramos la modernidad de los tiempos y eliminamos las tablas de logarit- 
mos, interés compuesto y unidades cubanas e introducimos el uso de la calculadora Casio fx-991ES 
PLUS"* a lo largo del libro. También incluimos en los tres libros, ligas con código OR de fácil lectura 
para celulares y dispositivos móviles que permitirán tener acceso al canal de YouTube que se pre- 
paró para el libro; en este se encuentran de forma inicial 340 videos con la explicación de los temas 
más importantes y aplicaciones de las matemáticas en la vida cotidiana. También creamos dentro de 
nuestro sistema de educación en línea SALI acceso a estos videos y un desarrollo especial para los 
docentes mismo que consiste en un simulador de ejercicios para cada tema de Álgebra y Aritmética, 
a este material solo pueden acceder los docentes que el área comercial acredite como usuarios. 

Diseño: cambiamos el diseño de los interiores para hacerlo más sencillo de leer para que alumnos 
y profesores puedan distinguir con más facilidad las diferentes secciones que conforman el libro. Para 
la portada realizamos un concurso en redes sociales dando así la oportunidad de que diferentes 
diseñadores fueran los que propusieran las alternativas de la nueva cara de Baldor. Resultó ganadora 
la propuesta de diseño que incluía la imagen de Al-Juarismi para Álgebra, Aryabhata para Aritmética y 
Euclides para Geometría y Trigonometría. 

Estamos muy contentos de esta nueva edición, los invitamos a revisarla y usarla por muchos años; 
sin duda será benéfica para nuevas generaciones de profesores y alumnos de esta importante ciencia, 


Javier Enrique Callejas 


Calculadora 
Casio fx-991ES PLUS"" 


Para ingresar al 
canal de Baldor. 


Visita SALI, 
nuestro sistema de 
aprendizaje en línea. 
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3s para que el hombre alcanzara 


Preliminares 


A es la rama de la Matemática que estudia la cantidad considerada del modo más 
general posible, 


A K KA KA 


El concepto de la cantidad en Álgebra es mucho más amplio que en Aritmética. 

En Aritmética las cantidades se representan por números y éstos expresan valores deter- 
minados. Así, 20 expresa un solo valor: veinte; para expresar un valor mayor o menor que 
éste habrá que escribir un número distinto de 20. 

En Algebra, para lograr la generalización, las cantidades se representan por medio de 
letras, las cuales pueden representar todos los valores. Así, a representa el valor que noso- 
tros le asignemos, y por tanto puede representar 20 o más de 20 o menos de 20, a nuestra 
elección, aunque conviene advertir que cuando en un problema asignamos a una letra un 
valor determinado, ésta no puede representar, en el mismo problema, otro valor distinto del 
que le hemos asignado. 


mm a 


2 = 


Los símbolos usados en Álgebra para representar las cantidades son los números y las 
letras, 


Gl 


42 


q 
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Los números se emplean para representar cantidades conocidas y determinadas. 

Las letras se emplean para representar toda clase de cantidades, ya sean conocidas o 
desconocidas. 

Las cantidades conocidas se expresan por las primeras letras del alfabeto: a, b, €, d, ... 

Las cantidades desconocidas se representan por las últimas letras del alfabeto: 4, y w, 
xyz 

Una misma letra puede representar distintos valores diferenciándolos por medio de comi- 
llas; por ejemplo: a”, a”, a””, que se leen a prima, a segunda, a tercera, o también por medio 
de subíndices; por ejemplo: a,, a,, a,, que se leen a subuno, a subdós, a subtrés. 


4 ) FÓRMULAS 


Consecuencia de la generalización que implica la representación de las cantidades por medio 
de letras son las fórmulas algebraicas. 

Fórmula algebraica es la representación, por medio de letras, de una regla o de un 
principio general. 

Así, la Geometría enseña que el área de un rectángulo es igual al producto de su base por 
su altura; luego, llamando A al área del rectángulo, b a la base y h a la altura, la fórmula 


A — A / 


representará de un modo general el área de cualquier rectángulo, pues el área de un rectán- 
gulo dado se obtendrá con sólo sustituir b y h en la fórmula anterior por sus valores en el caso 
dado. Así, si la base de un rectángulo es 3 m y su altura 2 m, su área será: 


El área de otro rectángulo cuya base fuera 8 m y su altura 3 m sería: 


5 ) SIGNOS DEL ÁLGEBRA 
Los signos empleados en Álgebra son de tres clases: signos de operación, signos de relación 
y signos de agrupación. 

6 ) SIGNOS DE OPERACIÓN 
En Álgebra se verifican con las cantidades las mismas operaciones que en Aritmética: suma, 


resta, multiplicación, división, elevación a potencias y extracción de raíces, que se indican 
con los signos siguientes: 


(*) En el capítulo XV, página 270, se estudia ampliamente todo lo relacionado con las fórmulas algebraicas. 


PRELIMINARES 


El signo de la suma es +, que se lee más. Así a +b se lee “a más b”. 
El signo de la resta es —, que se lee menos. Así, a — b se lee “a menos b”. 


El signo de la multiplicación es x, que se lee multiplicado por. Así, a x b se lee "a 
multiplicado por b”. 

En lugar del signo x suele emplearse un punto entre los factores y también se indica la 
multiplicación colocando los factores entre paréntesis. Así, a - b y (a)(b) equivalen aa xb. 

Entre factores literales o entre un factor numérico y uno literal el signo de multiplicación 
suele omitirse. Así abc equivale a a x b x c; 5xy equivale a 5 xxx y. 


El signo de la división es +, que se lee dividido entre. Así, a + b se lee “a dividido entre 
b”. También se indica la división separando el dividendo y el divisor por una raya horizontal, 


Así, - equivale am-=n. 


El signo de la elevación a potencia es el exponente, que es un número pequeño coloca- 
do arriba y a la derecha de una cantidad, el cual indica las veces que dicha cantidad, llamada 
base, se toma como factor, Así, 


Cuando una letra no tiene exponente, su exponente es la unidad. Así, a equivale a a; 
mnx equivale am'n'x”. 


El signo de raíz es / , llamado signo radical, y bajo este signo se coloca la cantidad a la 
cual se le extrae la raíz. Así, [a equivale a raíz cuadrada de a, o sea, la cantidad que elevada 
al cuadrado reproduce la cantidad a; /b equivale a raíz cúbica de b, o sea la cantidad que 
elevada al cubo reproduce la cantidad b. 


COEFICIENTE 


En el producto de dos factores, cualquiera de los factores es llamado coeficiente del otro 
factor. 

Así, en el producto 3a el factor 3 es coeficiente del factor a e indica que el factor a se toma 
como sumando tres veces, o sea 3a =a +a +a; en el producto 5b, el factor 5 es coeficiente 
de b e indica que 5b =b +b +b +b +b. Estos son coeficientes numéricos. 

En el producto ab, el factor a es coeficiente del factor b, e indica que el factor b se toma 
como sumando a veces, o seaab=b+b+b+b+...+a veces. Este es un coeficiente 
literal. 

En el producto de más de dos factores, uno o varios de ellos son el coeficiente de los 
restantes. Así, en el producto abca, a es el coeficiente de bca; ab es el coeficiente de cd; abc 
es el coeficiente de d. 

Cuando una cantidad no tiene coeficiente numérico, su coeficiente es la unidad. Así, b 
equivale a 1b; abc equivale a 1abc. 
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8 ) SIGNOS DE RELACIÓN 


Se emplean estos signos para indicar la relación que existe entre dos cantidades. Los prin- 
cipales son: 


=, que se lee igual a. Así, a =b se lee “a igual a b”. 
>, que se lee mayor que. Así, x + y > m se lee “x + y mayor que m7”. 
<, que se lee menor que. Así, a < b+c se lee “a menor que b +c”. 


9 ) SIGNOS DE AGRUPACIÓN 


Los signos de agrupación son: el paréntesis ordinario ( ), el paréntesis angular o corchete 
[ ], las llaves £ ) y la barra o vínculo 

Estos signos indican que la operación colocada entre ellos debe efectuarse primero. Así, 
(a + b)c indica que el resultado de la suma de a y b debe multiplicarse por c; [a — b]m indica 
que la diferencia entre a y b debe multiplicarse por m; (a + b) + 4c — dy indica que la suma 
de a y b debe dividirse entre la diferencia de c y d. 


10 ) MODO DE RESOLVER LOS PROBLEMAS EN ARITMÉTICA Y ÁLGEBRA 


Exponemos a continuación un ejemplo para hacer notar la diferencia entre el método arit- 
mético y el algebraico en la resolución de problemas, fundado este último en la notación 
algebraica y en la generalización que ésta implica. 

Las edades de A y B suman 48 años. Si la edad de B es 5 veces la edad de A, ¿qué 
edad tiene cada uno? 


MÉTODO ARITMÉTICO 
Edad de A más edad de B = 48 años. 
Como la edad de B es 5 veces la edad de A, tendremos: 
Edad de A más 5 veces la edad de A = 48 años. 
O sea, 6 veces la edad de A = 48 años; 


luego, - Edadde A=8 años R. 


MÉTODO ALGEBRAICO 
Como la edad de A es una cantidad desconocida la represento por x. 
Sea x=edad de A 


Entonces 5x = edad de B 


PRELIMINARES 9 


Como ambas edades suman 48 años, tendremos: 
Xx + Bx= 48 años 
0 sea, 6x= 48 años 


Si 6 veces x equivale a 48 años, x valdrá la sexta parte de 
48 años, 


0 sea, 
Entonces 


CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATIVAS k 11 


En Álgebra, cuando se estudian cantidades que pueden tomarse en dos sentidos opuestos o 
que son de condición o de modo de ser opuestos, se expresa el sentido, condición o modo 
de ser (valor relativo) de la cantidad por medio de los signos + y —, anteponiendo el signo + 
a las cantidades tomadas en un sentido determinado (cantidades positivas) y anteponiendo 
el signo — a las cantidades tomadas en sentido opuesto al anterior (cantidades negativas). 

Así, el haber se designa con el signo + y las deudas con el signo —. Para expresar que 
una persona tiene $100 de haber, diremos que tiene +$100, y para expresar que debe $100, 
diremos que tiene —$100. 

Los grados sobre cero del termómetro se designan con el signo + y los grados bajo cero 
con el signo —. Así, para indicar que el termómetro marca 10" sobre cero escribiremos +10? 
y para indicar que marca 8” bajo cero escribiremos —8*. 

El camino recorrido a la derecha o hacia arriba de un punto se designa con el signo + y el 
camino recorrido a la izquierda o hacia abajo de un punto se representa con el signo —. Así, si 
hemos recorrido 200 m a la derecha de un punto dado, diremos que hemos recorrido +200 m, 
y si recorremos 300 m a la izquierda de un punto escribiremos —300 m. 

El tiempo transcurrido después de Cristo se considera positivo y el tiempo transcurrido 
antes de Cristo, negativo. Así, +150 años significa 150 años d. C. y —78 años significa 78 
años a. C. 

En un poste introducido en el suelo, representamos con el signo + la porción que se halla 
del suelo hacia arriba y con el signo — la porción que se halla del suelo hacia abajo. Así, para 
expresar que la longitud del poste que se halla del suelo hacia arriba mide 15 m, escribiremos 
+15 m, y si la porción introducida en el suelo es de 8 m, escribiremos —8 m. 

La latitud norte se designa con el signo + y la latitud sur con el signo —; la longitud este 
se considera positiva y la longitud oeste, negativa. Por lo tanto, un punto de la Tierra cuya 
situación geográfica sea: +45* de longitud y —15* de latitud se hallará a 45? al este del primer 
meridiano y a 15” bajo el Ecuador. 


ELECCIÓN DEL SENTIDO POSITIVO k 12 


La fijación del sentido positivo en cantidades que pueden tomarse en dos sentidos opuestos 
es arbitraria, depende de nuestra voluntad; es decir, que podemos tomar como sentido posi- 
tivo el que queramos; pero una vez fijado el sentido positivo, el sentido opuesto a éste será 
el negativo. 


EJERCICIO 1 


ÁLGEBRA = BALDOR 


Asi, si tomamos como sentido positivo el camino recorrido a la derecha de un punto, 
el camino recorrido a la izquierda de ese punto será negativo, pero nada nos impide tomar 
como positivo el camino recorrido a la izquierda del punto y entonces el camino recorrido a 
la derecha del punto sería negativo. 

Así, si sobre el segmento AB tomamos como positivo el sentido de A hacia B, el sentido 
de B hacia A sería negativo, pero si fijamos como sentido positivo de B hacia A, el senti- 
do de A hacia B sería negativo. 


No obstante, en la práctica se aceptan generalmente los sentidos positivos de que se trató 
en el número anterior. 


CERO es la ausencia de cantidad. Así, representar el estado económico de una persona por 
0 equivale a decir que no tiene haber ni deudas. 

Las cantidades positivas son mayores que 0 y las negativas menores que cero: Así, +3 
es una cantidad que es tres unidades mayor que 0; +5 es una cantidad que es cinco unidades 
mayor que 0, mientras que —3 es una cantidad que es tres unidades menor que O y -5 es una 
cantidad que es cinco unidades menor que 0. 

De dos cantidades positivas, es mayor la de mayor valor absoluto; así, +5 es mayor 
que +3, mientras que de dos cantidades negativas es mayor la de menor valor absoluto: 
—3 es mayor que —5; -9 es menor que 4. 


Ejercicios sobre cantidades 
positivas y negativas 


1) Un hombre cobra $130. Paga una deuda de $80 y luego hace compras por valor de 
$95. ¿Cuánto tiene? 
Teniendo $130, pagó $80; luego, se quedó con $50. Después hace un gasto de $95 y 
como sólo tiene $50 incurre en una deuda de $45. Portanto, tiene actualmente -$45. R. 


1. Pedro debía $60,000 y recibió $320,000. Expresar su estado económico. 
2. Un hombre que tenía $11,700 hizo una compra por valor de $15,150. Expresar su estado económico. 
3. Tenía $200. Cobré $56 y pagué deudas por $189. ¿Cuánto tengo? 


4. Compro ropas con valor de $665 y alimentos por $1,178. Si después recibo $2,280, ¿cuál es mi 
estado económico? 


PRE 


LIMINARES 


5. Tenía $20. Pagué $15 que debía, después cobré $40 y luego hice gastos por $75. ¿Cuánto tengo? 


6. Enrique hace una compra por $67; después recibe $72; luego hace otra compra por $16 y después 


recibe $2. Expresar su estado económico, 


7. Después de recibir $20,000 hago tres gastos por $7,800, $8,100 y $9,300. Recibo entonces 


$4,100 y luego hago un nuevo gasto por $5,900. ¿Cuánto tengo? 


8. Pedro tenía tres deudas de $45, $66 y $79, respectivamente. Entonces recibe $200 y hace un 


gasto de $10. ¿Cuánto tiene? 


2) Alas 6 a.m. el termómetro marca —4”. A las 9 a.m. ha subido 7* y desde esta hora 


. 


o 


1] 


E» 


a 


ml 


co 


wD 


hasta las 5 p.m. ha bajado 11”. Expresar la temperatura a las 5 p.m. 

A las 6 a.m. marca -4?, Como a las 9 a.m. ha subido 7”, contamos siete divisiones 
de la escala desde -4* hacia arriba y tendremos 3* sobre cero (+3*); como desde esta 
hora hasta las 5 p.m. ha bajado 11?, contando 11 divisiones de la escala desde +3” hacia 
abajo llegaremos a —8*. Luego, a las 5 p.m. la temperatura es de -8”. R. 


. Alas 9 a.m. el termómetro marca +12? y de esta hora a las 8 p.m. ha bajado 15”. Expresar la 


temperatura a las 8 p.m. 


. Alas 6 a.m. el termómetro marca —3?. A las 10 a.m. la temperatura es 8 más alta y desde esta 


hora hasta las 9 p.m. ha bajado 6”. Expresar la temperatura a las 9 p.m. 


. Ala 1 p.m. el termómetro marca +15* y a las 10 p.m. marca -3”. ¿Cuántos grados ha bajado la 


temperatura? 


. Alas 3 a.m. el termómetro marca —8* y al mediodía +5*. ¿Cuántos grados ha subido la tem- 


peratura? 


. Alas 8 a.m. el termómetro marca —4”; a las 9 a.m. ha subido 7”; a las 4 p.m. ha subido 2? más y 


alas 11 p.m. ha bajado 11?. Expresar la temperatura a las 11 p.m. 


. Alas 6 a.m. el termómetro marca —8”. De las 6 a.m. a las 11 a.m. sube a razón de 4” por hora. 


Expresar la temperatura a las 7 a.m., a las 8 a.m. y alas 11 a.m. 


. Alas 8 a.m. el termómetro marca —1?. De las 8 a.m. a las 11 a.m. baja a razón de 2” por hora y de 


11 a.m. a 2 p.m. sube a razón de 3* por hora. Expresar la temperatura a las 10 a.m., alas 11 a.m., 
alas 12 a.m. y a las 2 p.m. 


. El día 10 de diciembre un barco se halla a 56* al oeste del primer meridiano. Del día 10 al 18 recorre 


7” hacia el este. Expresar su longitud este día. 


. El día primero de febrero la situación de un barco es: 71? de longitud oeste y 15* de latitud sur. Del 


día primero al 26 ha recorrido 5? hacia el este y su latitud es entonces de 5* más al sur. Expresar 
su situación el día 26. 
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EJERCICIO 2 


EJERCICIO 3 


ÁLGEBRA = BALDOR 


10. El día 5 de mayo la situación de un viajero es 18” de longitud este y 65” de latitud norte. Del día 5 
al 31 ha recorrido 3* hacia el este y se ha acercado 4” al Ecuador. Expresar su situación el día 31. 


11. Una ciudad fundada el año 75 a. C. fue destruida 135 años después. Expresar la fecha de su des- 
trucción. 


3) Un móvil recorre 40 m en línea recta a la derecha de un punto A y luego retrocede en 
la misma dirección a razón de 15 m por segundo. Expresar a qué distancia se halla 
del punto A al cabo del 1”, 2*, 3* y 4” segundos. 

El móvil ha recorrido 40 m a la derecha del punto A; luego, su posición es + 40 m, 
tomando como positivo el sentido de izquierda a derecha. 

Entonces empieza a moverse de la derecha hacia la izquierda (sentido negativo) a 
razón de 15 m por segundo; luego, en el primer segundo se acerca 15 m al punto A y 
como estaba a 40 m de este punto, se halla a 40 — 15 =25 m a la derecha de A; luego, 
su posición es +25 m. R. 

En el 2” segundo se acerca otros 15 m al punto A; luego, se hallará a 25-15=10m 
a la derecha de A; su posición ahora es +10m. R. 

En el 3% segundo recorre otros 15 m hacia A, y como estaba a 10 m a la derecha 
de A, habrá llegado al punto A (con 10 m) y recorrido 5 m a la izquierda de A, es decir, 
10-15=-5 m. Su posición ahora es -5 m. R. 

En el 4” segundo recorre otros 15 m más hacia la izquierda y como ya estaba a 5 m 
a la izquierda de A, se hallará al cabo del 4” segundo a 20 m a la izquierda de A, o sea 
—5-15=-20 m, luego, su posición ahora es -20 m. R. 


(SENTIDO POSITIVO: DE IZQUIERDA A DERECHA Y DE ABAJO A ARRIBA) 


1. Expresar que un móvil se halla a 32 m a la derecha del punto A; a 16 m a la izquierda de A. 
2. Expresar que la parte de un poste que sobresale del suelo es 10 m y tiene enterrados 4 m. 


3. Después de caminar 50 m a la derecha del punto A recorro 85 m en sentido contrario. ¿A qué 
distancia me hallo ahora de 4? 


4. Si corro a la izquierda del punto B a razón de 6 m por segundo, ¿a qué distancia de B me hallaré al 
cabo de 11 s? 


5, Dos corredores parten del punto A en sentidos opuestos. El que corre hacia la izquierda de A va a 
8 m por s y el que corre hacia la derecha va a 9 m por s. Expresar sus distancias del punto A al cabo 
de 6s. 


6. Partiendo de la línea de salida hacia la derecha un corredor da dos vueltas a una pista de 400 m de 
longitud. Si yo parto del mismo punto y doy 3 vueltas a la pista en sentido contrario, ¿qué distancia 
hemos recorrido? 


7. Un poste de 40 pies de longitud tenía 15 pies sobre el suelo. Días después se introdujeron 3 pies 
más. Expresar la parte que sobresale y la enterrada. 


PRELIMINARES 


8. Un móvil recorre 55 m a la derecha del punto A y luego en la misma dirección retrocede 52 m, ¿A 
qué distancia se halla de 4? 


. Un móvil recorre 32 m a la izquierda del punto A y luego retrocede en la misma dirección 15 m. ¿A 
qué distancia se halla de 4? 


10. Un móvil recorre 35 m a la derecha de 8 y luego retrocede en la misma dirección 47 m. ¿A qué 
distancia se halla de B? 


11. Un móvil recorre 39 m a la izquierda de M y luego retrocede en la misma dirección 56 m. ¿A qué 
distancia se halla de 11? 


12. A partir del punto B una persona recorre 90 m a la derecha y retrocede, en la misma dirección, 
primero 58 m y luego 36 m. ¿A qué distancia se halla de B? 

13. Un móvil recorre 72 m a la derecha de A y entonces empieza a retroceder en la misma dirección, 
a razón de 30 m/s. Expresar su distancia del punto A al cabo de 1 5,25,35y4s. 


14. Un auto recorre 120 km a la izquierda del punto M y luego retrocede a razón de 60 km/h. ¿A qué 
distancia se halla del punto M al cabo de 1h, 2h, 3 hy 4h? 


VALOR ABSOLUTO Y VALOR RELATIVO 


Valor absoluto de una cantidad es el número que representa la cantidad prescindiendo del 
signo o sentido de la cantidad, y valor relativo es el sentido de la cantidad, representado 
por el signo. 

Así, el valor absoluto de +$8 es $8, y el valor relativo haber, expresado por el signo +; el 
valor absoluto de -$20 es $20, y el valor relativo deuda, expresado por el signo —. 

Las cantidades +7" y —7” tienen el mismo valor absoluto, pero su valor relativo es opues- 
to, pues el primero expresa grados sobre cero y el segundo bajo cero; -8*? y —11* tienen el 
mismo valor relativo (grados bajo cero) y distinto valor absoluto. 

El valor absoluto de una cantidad algebraica cualquiera se representa colocando el nú- 
mero que corresponda a dicho valor entre dos líneas verticales. Así, el valor absoluto de +8 
se representa |8|. 


CANTIDADES ARITMÉTICAS Y ALGEBRAICAS 


De lo expuesto anteriormente se deduce la diferencia entre cantidades aritméticas y alge- 
braicas. 

Cantidades aritméticas son las que expresan solamente el valor absoluto de las can- 
tidades representado por los números, pero no nos dicen el sentido o valor relativo de las 
cantidades. 

Así, cuando en Aritmética escribimos que una persona tiene $5, tenemos solamente la 
idea del valor absoluto $5 de esta cantidad, pero con esto no sabemos si la persona tiene 
$5 de haber o de deuda. Escribiendo que el termómetro marca 8”, no sabemos si son sobre 
cero o bajo cero. 
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18) 


ÁLGEBRA »= BALDOR 


Cantidades algebraicas son las que expresan el valor absoluto de las cantidades y ade- 
más su sentido o valor relativo por medio del signo. 

Así, escribiendo que una persona tiene +$5 expresamos el valor absoluto $5 y el sentido 
o valor relativo (haber) expresado por el signo +; escribiendo —$8 expresamos el valor ab- 
soluto $8 y el sentido o valor relativo (deuda) expresado por el signo —; escribiendo que el 
termómetro marca +8” tenemos el valor absoluto 8” y el valor relativo (sobre cero) expresado 
por el signo +, y escribiendo —9? tenemos el valor absoluto 9? y el valor relativo (bajo cero) 
expresado por el signo —. 

Los signos + y — tienen en Álgebra dos aplicaciones: una, indicar las operaciones de 
suma y resta, y otra, indicar el sentido o condición de las cantidades. 

Esta doble aplicación se distingue porque cuando los signos + o — tienen la significación 
de suma o resta, van entre términos o expresiones incluidas en paréntesis, como por ejemplo 
en (+8) + (-4) y en (7) — (+6). Cuando van precediendo a un término, ya sea literal o numé- 
rico, expresan el sentido positivo o negativo, como por ejemplo en —a, +b, +7, —8. 


REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA SERIE 
ALGEBRAICA DE LOS NUMEROS 


Teniendo en cuenta que el O en Álgebra es la ausencia de la cantidad, que las cantidades 
positivas son mayores que O y las negativas menores que 0, y que las distancias medidas 
hacia la derecha o hacia arriba de un punto se consideran positivas y hacia la izquierda 
o hacia abajo de un punto negativas, la serie algebraica de los números se puede representar 
de este modo: 


NOMENCLATURA ALGEBRAICA 


EXPRESIÓN ALGEBRAICA es la representación de un símbolo algebraico o de una o más 
operaciones algebraicas. 


TÉRMINO es una expresión algebraica que consta de un solo símbolo o de varios símbolos 
no separados entre sí por el signo + 0 —. Así, a, 3b, 2xy, So, son términos. 


PRELIMINARES 15 


Los elementos de un término son cuatro: el signo, el coeficiente, la parte literal y el 
grado. 
Por el signo, son términos positivos los que van precedidos del signo + y negativos los 


que van precedidos del signo —. Así, +a, +8x, +9ab son términos positivos y —x, —5bc y —= 
son términos negativos. 

El signo + suele omitirse delante de los términos positivos. Así, a equivale a +a; 3ab 
equivale a +3ab. 

Por tanto, cuando un término no va precedido de ningún signo es positivo. 

El coeficiente, como se dijo antes, es uno cualquiera, generalmente el primero, de los factores 
del término. Así, en el término 5a el coeficiente es 5; en —32%* el coeficiente es 3. 

La parte literal la a ys letras que haya en el término. Así, en 5xy la parte literal 


es xy; en EE se par la parte literal es EL a 


EL GRADO DE UN TÉRMINO puede ser de dos clases: absoluto y con relación a una letra. k 19 
Grado absoluto de un término es la suma de los exponentes de sus factores literales. 
Así, el término 4a es de primer grado porque el exponente del factor literal a es 1; el término 
ab es de segundo grado porque la suma de los exponentes de sus factores literales es 1 + 
1 =2; el término a%b es de tercer grado porque la suma de los exponentes de sus factores 
literales es 2 + 1=3; 52*b*c* es de noveno grado porque la suma de los exponentes de sus 
factores literales es 4+3+2=9. 
El grado de un término con relación a una letra es el exponente de dicha letra. Así el 
término bx? es de primer grado con relación a b y de tercer grado con relación a x; 4x2 es 
de segundo grado con relación a x y de cuarto grado con relación a y. 


CLASES DE TÉRMINOS (20 


Término entero es el que no tiene denominador literal como 5a, 6a*b*, = 


Ja 


Término fraccionario es el que tiene denominador literal como b 


Término racional es el que no tiene radical, como los ejemplos anteriores, e irracional el que 
tiene radical, como /'ab, ¿2 


da 


Términos homogéneos son los que tienen el mismo grado absoluto. 
Así, 4x*y y 6x*y* son homogéneos porque ambos son de quinto grado absoluto. 


Términos heterogéneos son los de distinto grado absoluto, como 5a, que es de primer grado, 
y 32, que es de segundo grado. 
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EJERCICIO 4 


ÁLGEBRA = BALDOR 


1. Digase qué clase de términos son los siguientes atendiendo al signo, si tienen o no denominador y 
si tienen o no radical: 


La se ca 
5, seta, 22, SÉ, Ja, (5, 2, - 


b*, 5 
2. Digase el grado absoluto de los términos siguientes: 
5a, -62'b, ab”, —5atb*c, ey”, min”, yz 
3. Dígase el grado de los términos siguientes respecto a cada uno de sus factores literales: 
40? sy”, 6atbx, —4abcy”, 100réntp*c* 
4. De los términos siguientes escoger cuatro que sean homogéneos y tres heterogéneos: 
-4atb*, 6ab*, —x*, 6xy, -24%*, — ab”, dabex”, -2ac 


5. Escribir tres términos enteros; dos fraccionarios; dos positivos, enteros y racionales; tres negati- 
vos, fraccionarios e irracionales. 

6. Escribir un término de cada uno de los grados absolutos siguientes: de tercer grado, de quinto 
grado, de undécimo grado, de décimo quinto grado, de vigésimo grado. 

7. Escribir un término de dos factores literales que sea de cuarto grado con relación a la x; otro de 
cuatro factores literales que sea de séptimo grado con relación a la y; otro de cinco factores litera- 
les que sea de décimo grado con relación a la b. 


CLASIFICACIÓN DE LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS 


21 ) MONOMIO es una expresión algebraica que consta de un solo término, como: 


: o 


2) POLINOMIO es una expresión algebraica que consta de más de un término como a + b, 


a+x—y +24 +7. 


Binomio es un polinomio que consta de dos términos, como: 


Trinomio es un polinomio que consta de tres términos, como: 


2) EL GRADO de un polinomio puede ser absoluto y con relación a una letra. 


Grado absoluto de un polinomio es el grado de su término de mayor grado. Así, en el 
polinomio x' — 5x* + x? — 3x el primer término es de cuarto grado; el segundo, de tercer gra- 
do; el tercero, de segundo grado, y el último, de primer grado; luego, el grado absoluto del 
polinomio es el cuarto. 


PRELIMINARES 


Grado de un polinomio con relación a una letra es el mayor exponente de dicha letra 
en el polinomio, Así, el polinomio af + a*x? — a?x* es de sexto grado con relación a la a y de 
cuarto grado con relación a la x. 


1. Dígase el grado absoluto de los siguientes polinomios: 


a) Prix 
b) 5a-3a?+42*-6 
c) ab-aáb+ab?-b* 
d) *-6 y -4ab + xy - 3y* 
2. Dígase el grado de los siguientes polinomios con relación a cada una de sus letras: 
a) +2 ab 
b) XxX +4x-6xky' - 4xy* 
c) 6alb” - 4a%x+ ab? - 5 
d) ma*—m+miy + y 5 m" 


CLASES DE POLINOMIOS 


Un polinomio es entero cuando ninguno de sus términos tiene denominador literal como 
Xi +5x-6; C-A+L: fraccionario cuando alguno de sus términos tiene letras en el denomi- 


nador como Dg; racional cuando no contiene radicales, como en los ejemplos ante- 
riores; irracional cuando contiene radical, como Ja+./b-—/c—Jabc; homogéneo cuando 
todos sus términos son del mismo grado absoluto, como 4a* + 5a%b + 6ab? + b*, y hetero- 
géneo cuando sus términos no son del mismo grado, como "+? +x-6. 

Polinomio completo con relación a una letra es el que contiene todos los exponentes 
sucesivos de dicha letra, desde el más alto al más bajo que tenga dicha letra en el polinomio. 
Así, el polinomio x* +x* —x? + x* — 3x es completo respecto de la x, porque contiene todos 
los exponentes sucesivos de la x desde el más alto 5, hasta el más bajo 1, o sea 5, 4,3, 2, 1; 
el polinomio a* — ab + a?b? — ab* + b* es completo respecto de a y b. 

Polinomio ordenado con respecto a una letra es un polinomio en el cual los exponentes 
de una letra escogida, llamada letra ordenatriz, van aumentando o disminuyendo. 

Así, el polinomio x'— 4" + 2? — 5x + 8 está ordenado de manera descendente con rela- 
ción a la letra ordenatriz x; el polinomio a* — 2a*b + 6a*b? - 5a*b* + 3ab* — b* está ordenado 
de manera descendente respecto de la letra ordenatriz a y en orden ascendente respecto a 
la letra ordenatriz b. 


ORDENAR UN POLINOMIO es escribir sus términos de modo que los exponentes de una 
letra escogida como letra ordenatriz queden en orden descendente o ascendente. Así, ordenar 
el polinomio —5x* +14 — 3x +x* —x? + 6 en orden descendente con relación a x será escribir: 
+5 4 6, 

Ordenar el polinomio x'y — 7x%y* — 5xé + 6xy* + y? — xy? en orden ascendente con relación 
ax será escribirlo: 


1 


EJERCICIO 5 
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EJERCICIO 6 


ÁLGEBRA += BALDOR 


TÉRMINO INDEPENDIENTE DE UN POLINOMIO CON RELACIÓN A UNA LETRA es el 
término que no tiene dicha letra. 

Así, en el polinomio a* — a? + 3a — 5 el término independiente con relación a la a 
es 5 porque no tiene a; en x* — 6” + 8x? — 9x + 20 el término independiente es 20; en 
a? - ab + 3ab* + b* el término independiente con relación a la a es b*, y el término inde- 
pendiente con relación a la b es a*, El término independiente con relación a una letra puede 
considerarse que tiene esa letra con exponente cero, porque como se verá más adelante, toda 
cantidad elevada a cero equivale a 1. 

¿Así en el primer ejemplo anterior, 5 equivale a —5a*, y en el último ejemplo, b* equivale 
aab”. 


1. Atendiendo a si tienen o no denominador literal y a si tienen o no radical, digase de qué clase son 
los polinomios siguientes: 


a) a'+22?-3a co) Ja+/b-20+J/d 
b) e b4ta d) da+X2-6b+4 


2. Escribir un polinomio de tercer grado absoluto; de quinto grado absoluto; de octavo grado absoluto; 
de decimoquinto grado absoluto. 

3. Escribir un trinomio de segundo grado respecto de la x; un polinomio de quinto grado respecto de la 
a; un polinomio de noveno grado respecto de la m. 

4. De los siguientes polinomios: 


a) 3ab+42-5b* 0) 4a-5b+60*-8d* 6 
b) a'-abr abra? e y-a'+ay-ay-ay+y 
0) x*-bx'+abxó +abx f) —6a%b* - 58% + Ba?b* — b' 


escoger dos que sean homogéneos y dos heterogéneos. 
5. De los siguientes polinomios: 
a) a-2+ra-2 d) M-mim—m+5 
b) 5x*- 8 +x-6 e) Y by +b0y-Dy+by 
0) *y yyy! 
dígase cuáles son completos y respecto de cuáles letras. 
6. Escribir tres polinomios homogéneos de tercer grado absoluto; cuatro de quinto grado absoluto; 
dos polinomios completos. 
7. Ordenar los siguientes polinomios respecto de cualquier letra en orden descendente: 
a) M+6m-m+m' 
b) Ga? - 52 + 22 + 
c) ¿+ ab+ab—abt 
0) al -5a +64 - 9 +6 
e) Pi ay y ly 
f) 3m nh? + 4m1 — 8mén* - 100" + 0" - 7mn* + mn 
8. Ordenar los siguientes polinomios respecto de cualquier letra en orden ascendente: 
a) a?- 54 +6a a) dora abs abs be 
D) x—5x + 6x*+ 9x* e) yy rey 
c) 2y*+ 4y*- 6y +2y? + 5y? 


PRELIMINARES 


TÉRMINOS SEMEJANTES 


Dos o más términos son semejantes cuando tienen la misma parte literal, o sea, cuando 
tienen iguales letras afectadas de iguales exponentes. 


2a y a; -2b y 8b; Sab? y —8a%b?; x"*! y ar +" 


Los términos 4ab y -6a*b no son semejantes, porque aunque tienen iguales letras, éstas 
no tienen los mismos exponentes, ya que la a del primero tiene de exponente 1 y la a del 
segundo tiene de exponente 2. 

Los términos —bx* y ab* no son semejantes, porque aunque tienen los mismos exponen- 
tes, las letras no son iguales. 


REDUCCIÓN DE TÉRMINOS SEMEJANTES es una operación que tiene por objeto con- 
vertir en un solo término dos o més semejantes. 
En la reducción de términos semejantes pueden ocurrir los tres casos siguientes: 


1) Reducción de dos o más términos semejantes del mismo signo. 


REGLA 


Se suman los coeficientes, poniendo delante de esta suma el mismo signo que tienen 
todos y a continuación se escribe la parte literal. 


1) 3a+22=5a2 R. 6) Jab+Sab=[: R 

2) -5b-7b=-12b R. Y YY 

3) —a*-9*=-108 R. 0) 5x+x+2x=8x R. 

M 32 *+52?*=82? R 9) —-m-3im-6m-5m=-15m R. 

A A A yy y = R. 

Reducir: 

1. Xx+2x 6. -Im-7m 1 1 1 4 
1. la+la 14, Ly -2 

2. 8a +9a 7. dal +53 a de 

3. 11b+9b 8. 68 * 14897" 12. dab+ Lab 15. ¿ab — Lab 

4. b-5b Me —5s7 


1 1 7 
5. -8m-m a 16. -a- ¿a 
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17. 82 +9a + 6a 29. éy — 8X y — 9'y — 20'y 

18. 15x +20x +X 30. -3a” — 52" — 62” — 9a” 

19. -7m-8m-9m 31. ¿a+jarjara 

20. -ab—ab- 3ab len A 

21. a+ 3al+ 88 oe 

22. 59 * 1-38 59! 33. 0.5m +0.6m + 0.7m +0.8m 

23. a+ja+ía ni —Jab— ab gab—ab 

24. xx an e IP YY 

36. ab? +ab? + 7ab? + 9ab* + 21ab* 

¿+ yaa 97. m-m-8m-7m-3m 

E 3d Pr O 3 O A CS 


39. ja+rja+rla+la+la 
27. 11a + 8a + 9a + 11a EA 
28. mM "+3m**"+4m**+6m*+* 40. -¿2b—¿ab-¿ab- ¡¿ab—¿ab 


2) Reducción de dos términos semejantes de distinto signo. 


REGLA 


Se restan los coeficientes, poniendo delante de esta diferencia el signo del mayor y a 
continuación se escribe la parte literal. 


De la regla anterior se deduce que dos términos semejantes de iguales coeficientes 


y de signo contrario se anulan. 
Así ——Bab+8ab=0 R. 
Reducir: 
1. 82 6a 5. 2a—2a 9. 40ry - 51 y 
2. 6a— 8a 6. -7b+7b 10. -mén + 6mén 
3, 9ab — 15ab 7. —-14xy + 32xy 11. —-15xy + 40xy 


4, 15ab — 9ab 8. 25 y + 32y 12. 554%? - 8120? 


PRELIMINARES 
13. Xy +xy 23, try + 2y ] ao ÓN 
14. -9ab? + 9ab? Y, APAINZ 
24. 3am-5am 4 2 
15. 7*y - 7 84 Ñ ade 
+1 me 
16. —101mn + 118mn 25. am+Íam há 
18. -1024x + 1018x AE 3 
19. -15ab + 15ab ==? Beta 37. -5mn + ¿mn 
ida 28. 3.4a%* —5,6a'b* 
BA E 38. Bart ?p**S Ha bat r?pre 
29. -1.2yz + 3.4yz 
21. da-la 30. 42 22* 99, [2"b"+a"b" 
E 31-20 E8 : 
22. pe b- ¿8 b 32. 25m?-1-32m*" 40. 0.85mxy —¿MXY! 
3) Reducción de más de dos términos semejantes de signos distintos. 


1) 


— 


REGLA 


Se reducen a un solo término todos los positivos, se reducen a un solo término todos 
los negativos y a los dos resultados obtenidos se aplica la regla del caso anterior. 


Reducir 5a — 8a + a — 6a + 21a. 
Reduciendo los positivos: 5a + a + 21a= 27a 
Reduciendo los negativos: -8a — 6a =-14a 


Aplicando a estos resultados obtenidos, 27a y —14a, la regla del caso anterior, se tiene: 


27a-14a=134 R. 
Esta reducción también suele hacerse término a término, de esta manera: 
5a — 8a = —3a; -3a + a = -—2a; -2a — 6a =-8a; -—S8Sa+21la=13a R. 


Reducir + + Ib A+ be. 
Reduciendo los positivos: + do 
Reduciendo los negativos: ¿bé Aé = Ene 


» Spy? 22 py2_ 49 p,2 
Tendremos: qye ¿O q A R. 


Reducir: 


1. 9a-—3a +54 5 
2. —Bx +9X —X 6. -11ab — 152b + 262b 
3. 12mn - 23mn — Bmn 7 
4. —X+19x— 18x 8 


. 19m — 10m +6m rail 
9. GI F3Y Y 


. —5a* + 9a* — 352* 10. -3m+1m-1m 
: 249"? 459**? +4 399'*? 5 4 2 
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29 ) RE 


MX EJEMPLOS 


11. ¿280+]40-éb 

12. -2+8a + 9a-— 152 

13. 7ab—11ab + 20ab — 31ab 

14. 25 -50x + 11 + 14x 

15. Xy — Bxy — 19xy + 40xy 

16. 7ab + 21ab — ab — 80ab 

ba 25 + 11xy” + 60xy? - 82 
8. —72ax + 87ax — 101ax + 243ax 

be —82bx — 71bx — 53bx + 206bx 

20. 1052% — 4642? + 582? + 3014? 


lyv-1y4+1y-1 
21. * ¿+A ¿* 


ly-1y+1y-1 
22 YY AY pr 
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23. ¿ao 40] 0 ab 

24. -¿ab*-Lab*+ab*-dab? 

25. —a+8a- 11a + 15a — 754 

26. —7c +210 + 14c — 300 + 82c 

27. —ma + 14mn — 34mn — mn + 20mn 

28. ay Tay - 938 + 518 y + 482 y 

29. 2+a-a+a- da +62 
1y+2x—1r+1x- 

30, ¿A+HGX +7 Xx 
—2x+2x41 -5 

31. PH XA pe 

32. 7a' - 30a' — 41a' — 9a* + 732" 


E E y ESA 
34. a + 6a — 20a + 150a — 8B0a + 31a 


35. -9b —11b—17b- 81b— 


b+110b 


36. —a'b + 15a*b +a*b — 852*b — 131a% + 398% 
37. 84m*x — 501 mx — 604m*x —715m%x + 231m*x + 165m*x 


38. A AE 0 


39. 402 —81a + 1302 + 41a 


- 838 — 91a + 168 


40. -21ab + 52ab — 60ab + 84ab — 31ab — ab — 23ab 


NOMIO QUE CONTENGA 


MOCIÁN NE TIN DA 
ULIUN D - UN POLINO dl 


YE Mi NOS SEMEJANTES DE DIVERSA 


DDN A LIA a 


ri 


le MA CLAS! ES 


= BALDOR 


1) Reducir el polinomio 5a — 6b + 8c + Ya — 20c — b + 6b—c. 
Se reducen por separado los de cada clase: 


5a + Ya = 14a 

—6b-—b+6b =-b 

8c-20c-c =-13c 
Tendremos: 14a-b-13c R. 


2) Reducir el polinomio 


8atb* + 4a'b* + 6a*b? —a“b? — 9atb* — 


15 — 5abÍ + 8 — 6ab'. 


Se reducen por separado los de cada clase: 


4atb* — 9at' =—5a'p' 

8ato? + 620? ad? = 1391 

-5ab' - 6ab' =-11ab* 
15+8 =-7 


Tendremos: —5a'b* + 132%? — 11ab* — 


3) Reducir el polinomio Y +3 — + y 03 y 64 y 1442 y". 
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1. 7a-9b +68 -—4b 

2. a+b-=c-b-c+20c-a 

3. 5x-11y -9+20x-1-—y 

4. 6m+81+5-m-n-6m-11 

5. 4 +b+2b-20+32 +20 -—3b 

6. -81x + 19y — 30z + 6y + 80x +x — 25y 

7. 152? - 6ab - 8a? +20 - 5ab - 31 +2? ab 

8. 34 +4b—6a+81b—114b+31a—a—b 

9. -71a%h — 84a'b* + 508% + 8421? — 458% + 182% 

10. -2+b-c+8+22+2b- 19-20 -3a-3-3b+ 30 
11. Me7imn-— 14m - 65m +1 —- m-115m*+ 6m* 

12. y y + xy By y -10+ xy 7-9 +21x'y y? +50 
13. 58'**-3b"?-80'*9 59 +! —50+4b0?-65-D24+90+ 009470 
DS o EI e E 

15. 0.32 + 0.4b +0.5c — 0.62 —0.7b — 0.9c + 32 3b — 3c 
16. Ja+]0+29-30-La-[0+ 3-1 
17. Sn -2m+ Lo -[m+2m-2m* 
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de La ad dale Ms 
18. q? +, ¿o +23 ¿U+gb 3 2ab 
19. 04 y +3 ha -06y Er y 02 + y -6 


32m 7 pu? Im 1 pm? 1,152 
ml ió e da e SS 


VALOR NUMÉRICO 


Valor numérico de una expresión algebraica es el resultado que se obtiene al sustituir las 
letras por valores numéricos dados y efectuar después las operaciones indicadas. 
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30 ) VALOR NUMÉRICO DE EXPRESIONES SIMPLES 
O Oo o O O aaa 


un 
5 1) Hallar el valor numérico de 5ab paraa=1,b=2, 
a Sustituimos la a por su valor 1, y la b por 2, y tendremos: 
S Sab=5x1x2=10 R. 
— 
4 2) Valor numérico de a*b*c* para a=2,b=3, c=2. 
e 4 
y 30492 1 = 1=%=p3 
- aábiot=2 x8 x() 4x27x 5 7 =03 R. 
[555 e 
3) Valor numérico de 3ac/2ab paraa =2,b=9, c=3. 
3ac/2ab =3x2x1x/2x2x9=2x /36=2x6=12 R. 
2 
4) Valor numérico de ¿E7- para a=1,0=1,0=2,0=3. 
1 E | 
cr A ; 
5d 5x2x3 0 
= Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para: 
o 
o a=1,b=2,6=3, m=1, p=1, p=1 
o 2 3 4 
Eo 
7 1. 3ab 7. mintp? 19, 50m? 24mn 
2. 52%b% 3. qame? np 16. 7 
3. bémn 3 y 
9. /2bc* na / 
4. 24m*n%p A rd y H6AD0" 
o 10. 4m3/120c* . 2, 2m 
5. 2abim 3 3 
3 11. mnJ8a'b* 2m , lan? 
b. ¿pm 12. 3bc ¡ a 
31 ) VALOR NUMÉRICO DE EXPRESIONES COMPUESTAS 


a A 
1) Hallar el valor numérico de a? — 5ab + 3b* para a =3, b=4. 
-5ab+3b*=3'-5x3x4+3x4%= 9-60+192=141 R. 


2) Valor numérico de a Fay Para 2,b 3 X=; 


NM EJEMPLOS 
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o Al 10 1 
ae sm, bat A, 9 3,3 
EN: E: 
6 6 o 3 
=3-20+1=->16 R 
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para: = 
La NA o 
4=38,b=34, C=3 4=7 M=6, N=7 S 
2 2 E 
1. a-2ab+b 7 Da bd 19 25D _ bem 5 
2. c+2cd+d? , a e pd ea ul 
3.240 Cc 
e CS A 
4. LA a — las o 
caia a 16. (qp+ E2 — En 
2 2 2 G < f PE 
E 30? , qn? vb +J20 _ J3c +80 
TA in A A 
3-1 40? , 160? _ plato? lara? _ 
6. ¿o ¿b+20 1 + Ea A aín 
3) Valor numérico de 2(2a — b)(x* + y) — (a? +b)(b — a) para: 
a=2,b=3,x=4, y=! 
Las operaciones indicadas  2(2a-b)=2x(2x2-3)=2x(4-3)=2x1=2 
dentro de los paréntesis de- o Aa 
ben efectuarse antes de nin- li Ea +,=18+,=16) 
guna otra, así: —_—_—__Y”_ R+b=2+3=44+3=7 
b-a=3-2=1 
Tendremos: 
22a—0)(*+y) (8? +bXb—a)=2x161-7x1=2xB-7=33-7=26 R. 
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para: = 
A e a NS o 
a=1,0=2,0=3,d=4, M=,, N=%5, P=¿X=0 5 
o 
1. (a+b)c-d 5. (c—b)ld—c)i(b—a)(m—p) 10. x+m(a? + a" — e?) ES 
2. (a+b)(b=a) 71.b%c+d) a (m+n) +2x 1 Amap), db E 
3. (b —m)íc 1) +42? 8, 2mx + 6(0* +0?) - 40? a c* 
4. (2m +3n)(4p +b*) (9 1) 12. (2m+3n + 4p)(8p +6n 
5. (4m+ 80) +b960-a) lan * o)? 4m)(8n + 20p) 


32 ) 


M EJEMPLOS 


¡OO! 
PA 
[a] 
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13. cm +) - dm +P) +D(n+p) 19. 3c—b)/32m-2Ad-a)/16p-? 
a ' n 
7 a A 
14. [Ens «ln 20. yGabc ¿3 _ 
a la 2/89 2Ab-a) abc 


15. (4p +2b)(18n — 24p) + 2(8m + 2)(40p + a) a Ze 


m0 592, q 2 + Aa +b)(2a+30) 

6. PS (EN dl 
ae! e) 

17. (a+ bpc?+8b min? 29. (2m + 3n)(4p +20) - amén? 
lasc E) a iS 

10 (72, $ +[(c+0)(p] a 


EJERCICIOS SOBRE NOTACIÓN ALGEBRAICA 
PPP oras 
Con las cantidades algebraicas, representadas por letras, pueden hacerse las mismas Opera- 
ciones que con los números aritméticos. Como la representación de cantidades por medio de 
símbolos o letras suele ofrecer dificultades a los alumnos, ofrecemos a continuación algunos 
ejemplos. 


1) Escríbase la suma del cuadrado de a con el cubo de b. 
2+b R 
2) Un hombre tenía $a; luego recibió $8 y después pagó una cuenta de $c. ¿Cuánto le 
queda? 
Teniendo $a recibió $8 luego tenía $(a + 8). Si entonces gasta $c le quedan 
$la+8-—c). R. 
3) Compré 3 libros a $2 cada uno; 6 sombreros a $b cada uno y m trajes a $x cada 
uno. ¿Cuánto he gastado? 
3 libros a $a importan $3a 
6 sombreros a $b importan $6b 
m trajes a $x importan $mx 
Luego el gasto total ha sido de $(3a + 6b +mx) R. 
4) Compro x libros iguales por $m. ¿Cuánto me ha costado cada uno? 
Cada libro ha costado $7 R. 
5) Tenía $9 y gasté $x. ¿Cuánto me queda? 
Me quedan $(9—x) R. 


1. Escríbase la suma de a, b y m. 

2. Escribase la suma del cuadrado de m, el cubo de b y la cuarta potencia de x. 

3. Al ser a un número entero, escríbanse los dos números enteros consecutivos posteriores a a. 

4. Al ser x un número entero, escribanse los dos números consecutivos anteriores ax. 

5. Al ser y un número entero par, escríbanse los tres números pares consecutivos posteriores a y 
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6. Pedro tenía $a, cobró $x y le regalaron $m. ¿Cuánto tiene Pedro? 

7. Escribase la diferencia entre m y n. 

8. Debía $x y pagué $6,000. ¿Cuánto debo ahora? 

9. De una jornada de x km ya se han recorrido m km. ¿Cuánto falta por andar? 
10. Recibo $x y después $a. Si gasto $Ém, ¿cuánto me queda? 


11. Tengo que recorrer m km. El lunes ando a km, el martes b km y el miércoles c km. ¿Cuánto 
me falta por andar? 


12. Al vender una casa en $n gano $300,000. ¿Cuánto me costó la casa? 

13. Si han transcurrido x días de un año, ¿cuántos días faltan por transcurrir? 

14. Si una camisa cuesta $a, ¿cuánto importarán 8 camisas, 15 camisas, m camisas? 

15. Escríbase la suma del doble de a con el triple de bh y la mitad de c. 

16. Expresar la superficie de una sala rectangular que mide a.m de largo y b m de ancho. 

17. Una extensión rectangular de 23 m de largo mide p m de ancho, Expresar su superficie. 

18. ¿Cuál será la superficie de un cuadrado de x m de lado? 

19. Si una corbata cuesta $a y un traje $b, ¿cuánto importarán 3 corbatas y 6 trajes?, ¿x corba- 
tas y mtrajes? 

20. Escríbase el producto de a +b por X + y. 

21. Vendo (x +6) trajes a $8 cada uno. ¿Cuánto importa la venta? 

22. Compro (a — 8) cuadernos a $(x+ 4) cada uno. ¿Cuánto importa la compra? 

23. Six lápices cuestan $750; ¿cuánto cuesta un lápiz? 

24, Si por $a compro m kilos de azúcar, ¿cuánto importa un kilo? 

25. Se compran (n — 1) automóviles por $300,000. ¿Cuál es el valor de cada automóvil? 


26. Compré a libros por $x. ¿A cómo habria salido cada libro si hubiera comprado 3 menos por 
el mismo precio? 


27. La superficie de un campo rectangular es m m? y el largo mide 14 m. Expresar el ancho. 

28. Si un tren ha recorrido x + 1 km en a horas, ¿cuál es su velocidad por hora? a 

29. Tenía $a y cobré $b. Si el dinero que tengo lo empleo todo en comprar (m — 2) libros, ¿a 
cómo sale cada libro? 


30. En el piso bajo de un hotel hay x habitaciones, En el segundo piso hay doble número de habi- 
taciones que en el primero; en el tercero la mitad de las que hay en el primero. ¿Cuántas habitacio- 
nes tiene el hotel? 


31. Pedro tiene $a; Juan tiene la tercera parte de lo de Pedro; Enrique la cuarta parte del doble de lo 
de Pedro. La suma de lo que tienen los tres es menor que $1,000. ¿Cuánto le falta a esta suma 
para ser igual a $1,000? 
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NOTAS SOBRE EL CONCEPTO DE NÚMERO 


El concepto de número natural (véase Aritmética Teórico-Práctica, 33), que satisface las 
exigencias de la Aritmética elemental no responde a la generalización y abstracción caracte- 
rísticas de la operatoria algebraica. 

En Algebra se desarrolla un cálculo de validez general aplicable a cualquier tipo espe- 
cial de número. Conviene pues, considerar cómo se ha ampliado el campo de los números 
por la introducción de nuevos entes, que satisfacen las leyes que regulan las operaciones 
fundamentales, ya que, como veremos más adelante, el número natural" no nos sirve para 
efectuar la resta y la división en todos los casos. Baste por el momento, dado el nivel mate- 
mático que alcanzaremos a lo largo de este texto, explicar cómo se ha llegado al concepto 
de número real. 

Para hacer más comprensible la ampliación del campo de los números, adoptaremos un 
doble criterio. Por un lado, un criterio histórico que nos haga conocer la gradual aparición de 
las distintas clases de números; por otro, un criterio intuitivo que nos ponga de manifiesto 
cómo ciertas necesidades materiales han obligado a los matemáticos a introducir nuevos en- 
tes numéricos. Este doble criterio, justificable por la índole didáctica de este libro, permitirá al 
principiante alcanzar una comprensión clara del concepto formal (abstracto) de los números 
reales. 


NÚMERO ENTERO Y NÚMERO FRACCIONARIO 


Mucho antes de que los griegos (Eudoxio, Euclides, Apolonio, etc.) realizaran la sistemati- 
zación de los conocimientos matemáticos, los babilonios (según muestran las tablillas cu- 
neiformes que datan de 2000-1800 a. C.) y los egipcios (como se ve en el papiro de Rhind) 
conocían las fracciones. 

La necesidad de medir magnitudes continuas tales como la longitud, el volumen, el peso, 
etc., llevó al hombre a introducir los números fraccionarios. 

Cuando tomamos una unidad cualquiera, por ejemplo, la vara, para medir una magnitud 
continua (magnitud escalar o lineal), puede ocurrir una de estas dos cosas: que la unidad esté 
contenida un número entero de veces, o que no esté contenida un número entero de veces.” 
En el primer caso, representamos el resultado de la medición con un número entero. En el 
segundo caso, tendremos que fraccionar la unidad elegida en dos, en tres, o en cuatro partes 
iguales; de este modo, hallaremos una fracción de la unidad que esté contenida en la magni- 
tud que tratamos de medir. El resultado de esta última medición lo expresamos con un par de 
números enteros, distintos de cero, llamados respectivamente numerador y denominador. El 
denominador nos dará el número de partes en que hemos dividido la unidad, y el numerador, 
el número de subunidades contenidas en la magnitud que acabamos de medir. Surgen de este 
modo los números fraccionarios. Son números fraccionarios 1/2, 1/3, 3/5, etcétera. 

Podemos decir también, que son números fraccionarios los que nos permiten expresar el 
cociente de una división inexacta, o lo que es lo mismo, una división en la cual el dividendo 
no es múltiplo del divisor. 


1"! PL. 6. Dirichlet (alemán, 1805-1859), sostuvo que no es necesariamente indispensable ampliar el concepto de 
número natural, ya que —según él — cualquier principio de la más alta matemática puede demostrarse por medio 
de los números naturales. 

%% En la práctica y hablando con rigor, ninguna medida resulta exacta, en razón de lo imperfecto de nuestros instru- 
mentos de medida y de nuestros sentidos. 
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Como se ve, en oposición a los números fraccionarios tenemos los números enteros, que 
podemos definir como aquellos que expresan el cociente de una división exacta, como por 
ejemplo, 1, 2, 3, etcétera. 


1 2 
5|5 alg 6+ 2-3 
0 0 


NÚMERO RACIONAL Y NÚMERO IRRACIONAL 


Siguiendo el orden histórico que nos hemos trazado, vamos a ver ahora cuándo y cómo 
surgieron los números irracionales. 

Es indudable que fueron los griegos quienes conocieron primero los números irraciona- 
les. Los historiadores de la matemática, están de acuerdo en atribuir a Pitágoras de Samos 
(540 a. C.), el descubrimiento de estos números, al establecer la relación entre el lado de un 
cuadrado y la diagonal del mismo. Más tarde, Teodoro de Cirene (400 a. C.), matemático de 
la escuela pitagórica, demostró geométricamente que /2, /3, 5, 7, etc., son irracionales. 
Euclides (300 a.C.), estudió en el Libro X de sus “Elementos”, ciertas magnitudes que al ser 
medidas no encontramos ningún número entero ni fraccionario que las exprese. Estas magni- 
tudes se llaman inconmensurables, y los números que se originan al medir tales magnitudes 
se llaman irracionales." Ejemplos de tales magnitudes son la relación del lado de un cuadra- 
do con la diagonal del mismo, que se expresa con el número irracional Ja? +b* y la relación 
de la circunferencia, al diámetro que se expresa con la letra xr = 3.141592... 


—— Figura 1 
C 
C =Circunferencia 
4; E D = Diámetro 
á 
d= (+? E=1=3,14159... 


1 Al exponer sistemáticamente los números irracionales, Euclides los llamó asymmetros, y a los racionales los 
llamó symmetros, palabras que significan sin medida y con medida. Para señalar el hecho de que estos números 
(los irracionales) no tenían expresión los designaba con la voz alogos. Boecio (475-554 d. C.), al traducir empleó 
commensurabilis e incommensurabilis. Sin embargo, Gerardo de Cremona (1114-1187), en una traducción de 
un comentario árabe sobre Euclides, utilizó erróneamente rationalis e irrationalis, al tomar logos y alogos como 
razón y no en la acepción de palabra (verbum), usada por Euclides. Este error se difundió a lo largo de toda la 
Edad Media, prevaleciendo en nuestros días el nombre de números irracionales. 
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Como consecuencia de la introducción de los números irracionales, consideramos ra- 
cionales el conjunto de los números fraccionarios y el conjunto de los números enteros. 
Definimos el número racional como aquel número que puede expresarse como cociente de 
dos enteros. Y el número irracional como aquel número real que no puede expresarse como 
el cociente de dos enteros. 

Llamamos números reales al conjunto de los números racionales e irracionales. 


NÚMEROS POSITIVOS Y NEGATIVOS 


Los números negativos no fueron conocidos por los matemáticos de la antigúedad, salvo 
en el caso de Diofanto (siglo Ill d. C.?), que en su Aritmética, al explicar el producto de dos 
diferencias, introduce un número con signo +. En el siglo vi, los hindúes Brahmagupta y 
Bháskara usan los números negativos de un modo práctico, sin llegar a dar una definición 
de ellos. Durante la Edad Media y el Renacimiento los matemáticos rehuyeron usar los nú- 
meros negativos, y fue Newton el primero en comprender la verdadera naturaleza de estos 
números. Posteriormente Harriot (1560-1621) introdujo los signos + y — para caracterizar 
los números positivos y negativos. 

La significación de los números relativos o con signos (positivos y negativos) se com- 
prende claramente, cuando los utilizamos para representar el resultado de medir magnitudes 
relativas, es decir, magnitudes cuyas cantidades pueden tomarse en sentidos opuestos, tal 
como sucede cuando tratamos de medir la longitud geográfica de una región determinada; o 
de expresar el grado de temperatura de un lugar dado. En el primer caso, podemos hablar de 
longitud este u oeste con respecto a un meridiano fijado arbitrariamente (Greenwich). En el 
segundo caso, podemos referirnos a grados sobre cero o grado bajo cero. Convencionalmen- 
te fijamos los números positivos o con signo +.en una dirección, y los números negativos o 
con signo —, en la dirección opuesta. 

Si sobre una semirrecta fijamos un punto cero, a partir del cual, hacía la derecha, se- 
ñalamos puntos que representan una determinada unidad, nos resultan los puntos A, B, €, 
etc. Sí sobre esa misma semirrecta, a partir del punto cero (llamado origen), procedemos 
del mismo modo hacia la izquierda, tendremos los puntos a, b, c, etc. Si convenimos en que 
los puntos de la semirrecta indicados a la derecha del punto cero representan los números 
positivos (4, B, C, etc.); los puntos señalados a la izquierda (a, b, c, etc.), representarán 
números negativos. i 


Históricamente, los números negativos surgen para hacer posible la resta en todos los 
casos. De este modo, la resta se convierte en una operación inversa de la suma, y se hace 
posible restarle a un minuendo menor un sustraendo mayor. 

Los números y símbolos literales negativos se distinguen por el signo — que llevan ante- 
puesto. Los números positivos y su representación literal llevan el signo +, siempre que no 
inicien una expresión algebraica. 


PRELIMINARES 


El número cero. Cuando tratamos de aprehender el concepto de número natural, vemos 
cómo éste surge de la comparación de conjuntos equivalentes o coordinables entre sí. Por ex- 
tensión llamamos conjunto al que tiene un solo elemento y que se representa por el número 1. 
Ahora, consideramos el número cero como expresión de un conjunto nulo o vacío, es decir, 
un conjunto que carece de elementos. 

Por otra parte, el cero representa un elemento de separación entre los números negati- 
vos y positivos, de modo que el cero es mayor que cualquier número negativo y menor que 
cualquier número positivo. 

El siguiente diagrama nos aclarará las distintas clases de números con los cuales vamos 
a trabajar: 


NÚMEROS REALES 
Negativos Cero Positivos 
Racionales Irracionales Racionales Irracionales 
Enteros Fraccionarios Enteros Fraccionarios 


LEYES FORMALES DE LAS OPERACIONES 
FUNDAMENTALES CON NUMEROS REALES 


Hemos visto sumariamente cómo a través del curso de la historia de las matemáticas, se 
ha ido ampliando sucesivamente el campo de los números, hasta llegar al concepto de nú- 
mero real. El camino recorrido ha sido, unas veces, el geométrico, que siempre desemboca 
en la Aritmética pura, formal; otras veces, el camino puro, formal ha iniciado el recorrido 
para desembocar en lo intuitivo, en lo geométrico. Como ejemplos del primer caso, tenemos 
los números irracionales, introducidos como razón de dos segmentos con el propósito de 
representar magnitudes inconmensurables, y que hacen posible la expresión del resultado 
de la radicación inexacta. Y también, los números fraccionarios que surgen para expresar 
el resultado de medir magnitudes conmensurables, y que hacen posible la división inexacta. 
Como ejemplo del segundo caso, están los números negativos que aparecen por primera 
vez como raíces de ecuaciones, y hacen posible la resta en todos los casos, ya que cuando 
el minuendo es menor que el sustraendo esta operación carece de sentido cuando trabajamos 
con números naturales. Más tarde, estos números negativos (relativos) servirán para expre- 
sar los puntos a uno y otro lado de una recta indefinida. 

Sin pretensiones de profundizar prematuramente en el campo numérico, vamos a exponer 
las leyes formales (esto es, que no toman en cuenta la naturaleza de los números) de la suma 
y de la multiplicación, ya que las demás operaciones fundamentales pueden explicarse como 
inversas de éstas, así, la resta, la división, la potenciación, la logaritmación y la radicación. 
Conviene ir adaptando la mentalidad del principiante al carácter formal (abstracto) de estas 
leyes, pues ello contribuirá a la comprensión de los problemas que ulteriormente le plantearán 
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las matemáticas superiores. Por otra parte, el conjunto de estas leyes formales constituirá 
una definición indirecta de los números reales y de las operaciones fundamentales. Estas le- 
yes que no requieren demostración, pues son de aprehensión inmediata, se llaman axiomas. 


Igualdad 


1. Axioma de identidad: a =a. 
Il. Axioma de reciprocidad: si a = 6, tenemos que hb =a. 
lil. Axioma de transitividad: si a =b y b =cC, tenemos que a =C. 


Suma o adición 


|. Axioma de uniformidad: la suma de dos números es siempre igual, es decir, única; así, 
sia =b y c =d, tenemos que a +0 =6b +0. 
11, Axioma de conmutatividad: a+b=b+a. 
11. Axioma de asociatividad: (a + b) +c=a+ (b +0). 
IV. Axioma de identidad, o módulo de la suma: hay un número y sólo un número, el cero, 


de modo que a + O = 0 +4 =a, para cualquier valor de a. De ahí que el cero reciba el 
nombre de elemento idéntico o módulo de la suma. 


Multiplicación 


|. Axioma de uniformidad: el producto de dos números es siempre igual, es decir, Único, 
así si a = b y c = 0, tenemos que ac = bd. 
11. Axioma de conmutatividad: ab = ba. 
111, Axioma de asociatividad: (ab)c =a(bc). 
IV. Axioma de distributividad: con respecto a la suma tenemos que a(b + Cc) = ab + ac. 
Y. Axioma de identidad, o módulo del producto: hay un número y sólo un número, el uno 
(1), de modo que a - 1=1 + a=a, para cualquier valor de a. 


VI, Axioma de existencia del inverso: para todo número real a + O (a distinto de cero) 
corresponde un número real, y sólo uno, x, de modo que ax = 1. Este número x se llama 
inverso o recíproco de a, y se representa por 1/a. 


Axiomas de orden 


|. Tricolomía: si tenemos dos números reales a y b sólo puede haber una relación, y sólo 
una, entre ambos, que a > b;a=b04a <b. 


11, Monotonía de la suma: si a > h tenemos que a +0 >b+C. 
111, Monotonía de la multiplicación: sia > hb y c > O tenemos que ac > bc. 
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Axioma de continuidad 


Si tenemos dos conjuntos de números reales A y B, de modo que todo número de A es 
menor que cualquier número de B, existirá siempre un número real c con el que se verifi- 
que a =C <b, en que a es un número que está dentro del conjunto A, y b es un número 
que está dentro del conjunto B. 


OPERACIONES FUNDAMENTALES CON LOS NÚMEROS RELATIVOS 


Suma de números relativos 


En la suma o adición de números relativos podemos considerar cuatro casos: sumar dos 
números positivos; sumar dos números negativos; sumar un positivo con otro negativo, y 
sumar el cero con un número positivo o negativo. 


1) 


2) 


Suma de dos números positivos. 


REGLA 


Para sumar dos números positivos se procede a la suma aritmética de los valores 
absolutos de ambos números, y al resultado obtenido se le antepone el signo +. Así 


tenemos: 


Podemos representar la suma de dos números positivos del siguiente modo: 


—- Figura ————————á—áA—K<2—. 


Suma de dos números negativos. 


REGLA 


Para sumar dos números negativos se procede a la suma aritmética de los valores 
absolutos de ambos, y al resultado obtenido se le antepone el signo —. Así tenemos: 


=£) = 


Podemos representar la suma de dos números negativos del siguiente modo: 


— FU A —— _———— A A A AA 
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3) Suma de un número positivo y otro negativo. 


REGLA 


Para sumar un número positivo y un número negativo se procede a hallar la diferencia 
aritmética de los valores absolutos de ambos números, y al resultado obtenido se 
le antepone el signo del número mayor. Cuando los dos números tienen igual valor 
absoluto y signos distintos la suma es cero. Así tenemos: 


(+6) + (-2) =+4 
(6) + (+2) = 4 
(-6) + (+6) =0 
(+6) + (-6) =0 


Podemos representar la suma de un número positivo y otro negativo de los siguientes 
modos: 

Representación gráfica de la suma de un número positivo y un número negativo, en 
que el número positivo tiene mayor valor absoluto que el negativo: 


Representación gráfica de la suma de un número positivo y un número negativo, en 
que el número negativo tiene mayor valor absoluto que el positivo: 


DA 
pt 
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Representación gráfica de la suma de un número positivo y un número negativo, en 
que el valor absoluto de ambos números es igual. 
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4) Suma de cero y un número positivo o negativo. 


REGLA 


La suma de cero con cualquier número positivo o negativo nos dará el mismo número 
positivo o negativo. 


(+4) +0=>+4 
Así tenemos: 

(4)+0=-4 
En general: la+0=0+a=a 


En que a puede ser positivo, negativo o nulo. 


Sustracción de números relativos 


Llamamos opuesto de un número al mismo número con signo contrario. Así, decimos que 
Im es opuesto de +m. Ya vimos en un caso de la suma que: 


La sustracción es una operación inversa de la suma que consiste en hallar un número x 
(llamado diferencia), tal que, sumado con un número dado m, dé un resultado igual a otro 
número n, de modo que se verifique: 


Llamando m' al opuesto de m, podemos determinar la diferencia x, sumando en ambos 
miembros de la igualdad (1), el número mm”; en efecto: 


Si observamos el primer miembro de esta igualdad (2), veremos que aplicando el axioma 
de asociatividad tenemos: m + m'= 0, y como x + 0 =x, tendremos: 


que es lo que queríamos demostrar, es decir, que para hallar la diferencia entre n y m basta 
sumarle a n el opuesto de m (m'). Y como hemos visto que para hallar el opuesto de un nú- 
mero basta cambiarle el signo, podemos enunciar la siguiente 


REGLA 


Para hallar la diferencia entre dos números re- 
lativos se suma al minuendo el sustraendo, cam- 
biándole el signo. 

Así: 


Representación gráfica de la sustracción de números relativos 


Por medio de la interpretación geométrica de la sustracción de números relativos, podemos 
expresar la distancia, en unidades, que hay entre el punto que representa al minuendo y el 
punto que representa al sustraendo, así como el sentido (negativo o positivo) de esa dis- 
tancia. 


ÁLGEBRA = BALDOR 


Para expresar la diferencia (+4) — (-8) =+12, tendremos: 


A 


Para expresar la diferencia (-8) — (+4) =-12, tendremos: 


—* ex _— _Ñ_ _ _—_—_—_—_———_______ __—_—— 


Multiplicación de números relativos 


REGLA 


El producto de dos números relativos se halla multiplicando los valores absolutos de 
ambos. El producto hallado llevará signo positivo (+), si los signos de ambos factores son 
iguales; llevará signo negativo (-), si los factores tienen signos distintos. Si uno de los 
factores es 0 el producto será 0. 


Cuando operamos con símbolos literales el producto es siempre indicado, bien en la 
forma a x b; bien en la forma a - b; y más usualmente ab. 


Así: 
(+2)(+3) =+6 (0)(+3) =0 
(-2)(=3) =+6 (0)(-3) =0 
(+2)(-3) = 6 “(0)(0) =0 
(2) (+3) =-6 


El siguiente cuadro es un medio de recordar fácilmente la ley de los signos en la multipli- 
cación de los números relativos. 


Representación gráfica del producto de dos números relativos 


El producto de dos números relativos puede expresarse geométricamente como el área de 
un rectángulo cuyos largo y ancho vienen dados por ambos números. A esta área podemos 
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atribuirle un valor positivo o negativo, según que sus lados tengan valores de un mismo sen- 
tido o de sentidos distintos respectivamente. 


—- Figura 9 


Potencia de números relativos 


Llamamos potencia de un número relativo al producto de tomarlo como factor tantas veces 
como se quiera. Si a es un número relativo cualquiera y n > 1 es un número natural, tendre- 
mos la notación a”, que se lee a elevado a la enésima potencia, e indica que a debe tomarse 
como factor n veces. Así: 

n veces 


a=2:-a:a:....a 


En la notación a” = x, llamamos potencia al producto x, base al número que tomamos 
como factor a, y exponente a n, que nos indica las veces que debemos tomar como factor a 
a. Ala operación de hallar el producto x, la llamamos potenciación o elevación a potencia. 


Ejemplo: 4*=1,024 


En este ejemplo, 4 es la base; 5 es el exponente, y 1,024 es la potencia. 


REGLA E 
La potencia de un número positivo siempre es positiva. La poten- ( ay É +A 
cia de un número negativo será positiva si el exponente es entero a+ 
y par: negativa si el exponente entero es impar. Así: La)? =-4 
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Producto de dos potencias de igual base 


REGLA 


Para multiplicar dos potencias de igual base, se eleva 
dicha base a la potencia que resulte de la suma de los 
exponentes respectivos. Ejemplo: 


Potencia de una potencia 


REGLA 


Para hallar la potencia de una potencia se multipli- 
can los exponentes y se mantiene la base primitiva. 
Ejemplo: 


Hay que poner especial cuidado en no confundir la 
potencia de una potencia, con la elevación de un número 
a una potencia cuyo exponente, a la vez esté afectado 
por otro exponente. Así, no es lo mismo (4?) que (4?) 
Ejemplo: 


División de números relativos 


Ya vimos, al tratar de las leyes formales de la multiplicación, que de acuerdo con el axioma VI 
(existencia del inverso), a todo número real a + 0, corresponde un número real, y sólo uno, x, 
de modo que ax = 1: Este número x se llama inverso o recíproco de a, y se representa por 1/a. 


El inverso o recíproco de un número relativo cual- 
quiera distinto de cero tiene su mismo signo. 


La división es una operación inversa de la multiplicación que consiste en hallar uno de los 
factores, conocidos el otro factor y el producto. Es decir, dado el dividendo d y el divisor 
hallar el cociente c, de modo que se verifique d'c = d. 

Recordamos que esta operación sólo es posible si d” es distinto de cero. 

Aplicando el axioma de existencia del inverso, tenemos que: 


1/0 (d'c) =1/4 d 


Sabemos que: 1/0 (dc) = (1/0 4) c = (+1)c=c 
Eliminando queda: c=1/0 d 
De lo cual deducimos la siguiente 

REGLA 


Para dividir un número cualquiera d entre otro número distinto de cero d”, multiplicamos 
d por el recíproco d'(1/d"). El cociente que resulte será positivo si los dos números son 
del mismo signo; y negativo, si son de signos contrarios. 
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Con el siguiente cuadro podemos recordar fácilmente la ley de los signos de la división 
con números relativos. 


Ahora que estudiamos la división, podemos enunciar tres casos de la elevación a poten- 
cia de un número cualquiera. 


1) Si un número cualquiera a + 0, se eleva a la potencia O es igual a 
+1. Así: 


2) Si un número cualquiera a + O, se eleva a un exponente negativo 
cualquiera —m es igual al recíproco de la potencia a”, de expo- 
nente positivo. Así: 


3) La división de dos potencias de igual base es igual a la base 
elevada a la potencia que dé la diferencia de ambos expo- 
nentes. Así: 


Uniformidad de las operaciones fundamentales con números relativos 


Hemos visto en las operaciones estudiadas, a saber: suma, resta, multiplicación, potencia- 
ción y división, que se cumple en todas ellas el axioma de uniformidad. Quiere esto significar 
que cuando sometemos dos números relativos a cualquiera de las operaciones mencionadas, 
el resultado es uno, y sólo uno, es decir, único. Sin embargo, cuando extraemos la raíz cua- 
drada de un número positivo, tenemos un resultado doble. Pues como veremos, al estudiar 
la extracción de las raíces, un número positivo cualquiera siempre tiene dos raíces de grado 
par, una positiva y otra negativa. 


Así: Jra=43' porque: 
del mismo modo: +64 =+8 porque: 


POSIBILIDAD DE AMPLIAR EL CAMPO NUMÉRICO 


Los números reales no cierran la posibilidad de ampliación del campo numérico. Tal posibili- 
dad se mantiene abierta para la introducción de nuevos entes, siempre que tales entes cum- 
plan las leyes formales. Dentro de los límites de este texto, el estudiante todavía se enfrentará 
con una nueva ampliación del campo numérico. Se trata del número complejo, que es un 
par de números dados en un orden determinado y que está constituido por un número real y 
un número imaginario. Con estos números podremos representar un punto cualquiera en el 
plano. En el capítulo XXXII se presentará una discusión amplia sobre estos números. 


El Algebra en el Antiguo EN (509a: 500 a o ) 
primeros vestia del desarrol 2 Mí 
Nilo, los lle a perfeccionar la Armtmeti 
temático q 110 


de segundo grar 


capíruLo | 


Suma 


33) LAS JICION es una operación que tiene por objeto reunir dos o más expresiones 
algebraicas (sumandos) en una sola expresión algebraica (suma). 
ESSE Así, la suma de a y b es a + b, porque esta última expresión es la reunión de las dos 
5328: expresiones algebraicas dadas: a y b. 
La suma de a y — b es a— b, porque esta última expresión es la reunión de las dos ex- 
presiones dadas: a y — b. 


34 ) CARÁCTER GENERA 


En Aritmética, la suma siempre significa aumento, pero en Álgebra la suma es un concepto 
más general, pues puede significar aumento o disminución, ya que hay sumas algebraicas 
como la del último ejemplo, que equivale a una resta en Aritmética. 

Resulta, pues, que sumar una cantidad negativa equivale a restar una cantidad posi- 
tiva de igual valor absoluto. 

Así, la suma de m y —n es m —n, que equivale a restar de m el valor absoluto de —n que 
es |]. 

La suma de —2x y —3y es -2x — 3y, que equivale a restar de —2x el valor absoluto de —3y 
que es |3y]. 


l SUMA 41 


REGLA GENERAL PARA SUMAR (os 


Para sumar dos o más expresiones algebraicas se escriben unas a continuación de las 
otras con sus propios signos y se reducen los términos semejantes si los hay. 


|. SUMA DE MONOMIOS 
1) Sumar 5a, 6b y 8c. opa] 
Los escribimos unos a continuación de otros con sus propios signos, y como oa 
5a =+5a, 6b =+6b y 8c =+8C la suma será: ARA 
El orden de los sumandos no altera la suma. Así, 5a + 6b + 8c es lo mismo que 


5a + 80 + 6b o que 6b + 8c + 54. 
Esta es la ley conmutativa de la suma. 


2) Sumar 3a*b, 4ab*, a*b, Tab? y 6b*. 
Tendremos: 


32%b + 4ab?+ a? + 7ab? + 6b* 


Reduciendo los términos semejantes, queda: — 4a%b+11ab%+6b0 R. 
3) Sumar 3a y —2b. 
Cuando algún sumando es negativo, suele incluirse dentro de un paréntesis para 


indicar la suma; así: Ya? 
y La suma será:  3a-2b R. 
4) Sumar 7a, —8b, —15a, 9b, -4c y 8. 
Tendremos: 
7a + (-8b) + (-15a) + 9b + (-4c) +8= 7a-—8b -— 152 +9b-4c+8 
= La+b-4c0+8 R. 


3 EA 


222 lap —29p? —3ah la? —3p? 
5) Sumar 32 ya, 2b% ¿%, q dl 
aa 1 2 3 1:2 32 
q? + Jab + (-2b )+(-220) + la + (20) 


=22? + lap -—2p? -3 13? -3p? = g? - lap - Bp? 
= +70 2b ¿+32 e a ¿% 5D R. 


un 
Sumar: cal 
1.m,n 11. 11m, 8m 18. ly, y 24, a,b, 20 = 
EN 12. 9ab, -15ab 25. 3m, —2n, 4p ES 
3. -3a, 4b e 19, —Zabo, ¿abc 26. 22 Tab, 5 e 
4. 5b, —6a E Y 20 27 e 3 Ay y 
57. 14. mn, 11imn 20. —4x*y 3ey > . ES 
A : A q "8 28. X, Y, 6 
7 >, 3y iS 3% =3b 21. ¿m, im 29. 2a, D, 3a 
8. 5mn,—m 16. 5h, q a 
0.572 22. a,b,0 31. —7a, 8a, b 
10. -8x, —5x 17. Tb, 30 23. a,—b,c 32. 31, Ey, Ex 
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42. mM, -4mén, 5m*, -7mn*, -Amén, -5m* 


33. —¿m, —m, ¿mn 43. 9x, —11y, -x, -6y, 42, -62 

34. 742, 5ab, 3b*, e? 44. 6a?, -7b*, -11,-—5ab, 9a?, -8b* 

35. —7mif, -5m, 17mn?, -Am 45. Y, Ex, Ay, 7xy, 8, Xy 

36. x*, -8Xy, 5, Tx, Ay 46. 3, 1b, -4,-b, la, 6 
e E 
39. m, -8m'n, 7mn, +, 7mén 48. 54”, Ba. Bata: sn —5g' 


49. ax, il ly, 0, Ae 5y 


40. ja, <b,-a, 1b,-6 
32h Tab? lato, lab? ab, 5 
50, ¿24b, ¿ab 9D, zab”, ab, dl 


41. a, -3b, -8c, 4b, —a, 8c 


ll, SUMA DE POLINOMIOS 


1) Sumar a—b, 2a+ 3b—c y —4a + 5b. 
La suma suele indicarse incluyendo los sumandos dentro de paréntesis; así: 


Ahora colocamos todos los términos de estos polinomios, unos a continuación de 
otros, con sus propios signos, y tendremos: 
a—b+22a+3b-c-4a+5b=-a+7b-c0 R. 
En la práctica, suelen colocarse los polinomios unos debajo de los otros, de modo 
que los términos semejantes queden en columna; se hace la reducción de éstos, 
separándolos unos de otros con sus propios signos. 


Así, la suma anterior se verifica de esta manera: 


a- b 
2a+3b-c 
-4a+5b 
-a+7b-0c  R. 
2) Sumar 3m-2n +4, 6n +4p-5,8n—6 y m-—n-Ap. 
Tendremos: 3m -— 2n +4 
6n+ 4p - 5 
8n -6 
m=- n-4p 
4m +1n -71 R, 


36 ) PRUEBA DE LA SUMA POR EL VALOR NUMÉRICO 


Se halla el valor numérico de los sumandos y de la suma para los mismos valores, que fija- 
mos nosotros, de las letras. Si la operación está correcta, la suma algebraica de los valores 
numéricos de los sumandos debe ser ¡igual al valor numérico de la suma. 


l SUMA 43 
o 
pe 
a 
= 
Lu 
0) 
[1] 
a 

ERA fable AI | w 

Hallar la suma de: e” 
o 

1. 32+2b—0;2a+3b+0 7. —7x— 4y +67; 10x— 20y — 82; -5x+24y +27 O 
2. 12 4b +50; -7a + 4b — 60 8. -2m+3n-6; 3m-8n+8;-5m>+n-10 E 
3. M+N—P -M=N+p 9. -5a — 2b — 30; 7a — 3b + 50; Ba + 5b — 30 = 


4. Xx 3y +5; Xy +4; 5X + 4y —9 10. ab+bc+cd;-8ab—3bc-3cd;5ab +2bc+20d 
5. a+b-c;2a+2b- 20; -32-b +30 11. ax—ay-az; 5ax—Tay- az; 4ax + 9ay + Baz 
6. p+q+1,-29-6q +31, p +5q - 8r 12. 5x— Ty +8; Y +86-—4x; 9 —3x + 8y 

13. —am + 6mn — 4s; 6s — am — 5mn; -2s — 5mn + 3am 

14. 2a + 3b; 6b - 40; -a + 80 

15. 6m — 3n; -4n + 5p; -m— 5p 

16. 2a + 3b; 50 — 4; 8a +6; 7c—9 

17. 2x — 3y; 5z +9; 6x —4; 3y - 5 

18. 82 +3b—c; 5a—b+c;-a-b-c; 7a—b +40 

19. 7x + 2y 4; 9y - 6z + 5; y + 326; -5 + 8x—3y 

20. -M-N =p; m+2n—5; 3p — 6m +4; 2n +5m-8 

21. 5a' - 3a” — 78”; Ba" + 58” — Ya”; -11a! + 587 + 168" 

29. 6m**' E Tm***-5m**: E y y E +3m"*+ 12m**? 

23. Bx +y +2 +U; -3x — 4y — 22 + 3u; dx + 5y + 32 — 4u; 9 —y +2 +2u 

24. a+b—c+d;a-b+c-0; -2a+3b -2c + d; -3a— 3b +40 —d 

25. 5ab — 3bc + 4cd; 2bc + 20d — 3de; 4bc — 2ab + 3de; -3bc — 6cd — ab 

26. a-b;b-c;c+d,a-c;c—-d;d-a da—-d 


3) Sumar 3x?-— 4xy + y?, —5xy + 6x? — 3y? y —6y?-— 8xy — 9x?. 


Si los polinomios que se suman pueden ordenarse con relación a una letra, deben 
ordenarse todos con relación a una misma letra antes de sumar. 


3 - 4xy + y? 
Así, en este caso vamos a ordenar de manera__7 Ex — Bxy — 3y? 
descendente con relación a x y tendremos: -9x* — 8xy - 6y? 


xy —8y R. 


EJERCICIO 17 


37 ) 
a 
És os 


ÁLGEBRA * BALDOR 


4) Sumar 
ab—b'+ab? -2ab? + 4ab? + 2p* y 5a%b — 4ab* - 62%b? —b*-6, 
ab + ny 
Ordenando con relación a la a —2a b*? + 4ab*+2p* 
se tiene: ——_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—z+ 54h —6a*b? — 4ab*- b*-6 
6ab -Batb? + ab? -6 R. 
Hallar la suma de: 
LX AX; xi + 8. 3 +0 d+ 5 10 + 4? 6 
2. a? + ab; -2ab + b? Xy + y ay + By + y y? 
LR 2x4 4 10. a* — 3ab + b*: -5ab + a? — b?; Bab —b? - 24? 
4.2% -3a% a+ 4a 11. —7 +5x 6; 8x9 +4x; 7 +14 -xe 
A SA > 12. 4 -4a+5-22*+62—-794+4 
6. 4x; —7x+ 6; 3-5 138. Xx 4x6 7 +5 + 8x5 
7. M +? -3mn + 4n* -5m? — 5p? 14. a — pb”. Sab - 4ab?; 3 — Tab? — p* 


15.1 + xy? + y% Sy +10 — y; 2 — 4xy? — 5y? 

16. 7 mn + 40*; m* + 6mnr? — 13; -m$ + 7m3n + 5n* 
MX 4 + 5; 7 —4x +6 

18. at+a2 +6 a-3a +82 -a?-14 

19. X +x-9;3x - 7x7 + 6; -3x7 —4x +5 

20. a +22? +5; 72? + 4a; -8a? —-6 

21. X* — xy? —5x y + 6xy*; —4xy? + y; dy? 6 

22 Y Ax; —T y 4 xy 0, 5y? — + Gay; —6x* — 4xy + y? 

23. a? - 8ax? +10; 5ax — 6ax? — x%; 307 — 58 xa? + 14ax* - y 

24, -8atm + 6am? — mí; a? — 5am? + m; —4a? + 4aim — 3am?; 72m — dam? - 6 
25. Y? — xy"; 2x y + 38Y* — y; 3Y? — dy! — y 5x5 + 5xy" + 2y* 

2. 4+2a +2 at+2 +6; 32? + 582 — 8; -a5 — 4a?-59+6 

27. al — b*, -alb + a?b? — ab”; -3a* + 58% - 4a?b*; —4adb + 3a*b? — 3b* 

28. mM*-— n* + 6m8n; -4mén + 5mn? + 17; m — n* + 6mn?; -2m* - 2mn + n? 
LS A EN ES A E 

30. E ae Ja art O an art gr? 


SUMA DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS 


1,3 $28 A e IN di 
1) Sumar ¿+2 ¿xy +, y iy y, Ly + =>. 


0 
Tendremos: 
Le- Xy + 2443 
ESTER E 
da ls 
Y 5 


18 1ley+1g?+18y3_ R. 
ze AY AY 2 


SUMA 


Hallar la suma de: 
O AA 1452 
LA YY 
2+lab: —Lab+1p? —Lap-1p? 
2. ac+3ab, ¿2D +0" ¿20 —¿b 
Y xy yy y + iy? 
Ad A 
4. dl yy; , Exa ly”: ¿ Y 
S Lele 10. ¿a ¿y 20+ 0"; - 44 ab =30* 


E 2 a A lia de 
E gob” 25" a ¿ab ¿0 
E 0-3 a 
9. mi ¿mars En: ¿mens Em 2 > ¿mn 10d 
A 4 AA y Ey 1 y 1 yt 
10 ayy a Ly y ly 


5 
60 2 so Y ee: ly 
1 
8 


11. 4 EX +A 2d 0 +3x-4 


2845? 1x3: 39? 1ay2_1y3 _203 1021 
2. ¿Dia a ga + 8 ay” 


11. 4-24 e ¿ja e +6; -¿a-6 


MX AY AY y y Ly 


Sumar las expresiones siguientes y hallar el valor numérico del resultado para a =2, b=3, 
c=10,x=5,y=4, m=5,n=1. 

- AX— DY; -3X + 6y —- 8; X+Y 

 — 5x +8; -x? + 10x — 30; -6x* + 5x — 50 

y y — 8 + 2x* -4x* + 71% + 10xy* 

3m - 5n + 6; -6m + 8 — 20n; -20n + 12m-12 

nx + cn — ab; —ab + 8nx — 2cn; ab + nx — 5 

a? + b?: -3a%b + 8ab* — b?*: —5a? — 6ab? + 8; 3a*b — 2b* 

27m* + 125n*; -9mn + 25mn?; -14mn? - 8; 11mn? + 10m* 
ar +4 y?=? ds A 2m-* ata od pa. 
Paine 507-334 10:40 71.4 5m*52-.18 
Y YN 5 Y + Y — 6: Y + Y + 2; y) + 3xy* + 1 
d+ 50% —Jab+ 10"; Lab 10 


opera na spa 


eh me 
A 


, E Sm: 15mn+, e Gm- 7 gm —30mn+3 


13. ¿0'm-¿on—2; ¿0'm+6-en; —¿Dim+2en+4; 2cn+2-¿0'm 
14. rai onto: a cacal > nas: Es see 0.82*b; 0.2a*+ 0.90*+ 1.52% 


_ 
ro 


pi 
a 


EJERCICIO 18 


EJERCICIO 19 


FO AA 


oo PE SN A 


El cálculo en Caldea y Asiria (5000-500 a. C.). No ha sido sino recientemente que se ha puesto de manifiesto la enorme 
contribución de los caldeos, asirios y babilonios al acervo matemático de la humanidad. En tablillas descifradas hace muy 
poco tiempo (1930), figuran operaciones algebraicas con ecuaciones de segundo grado y tablas de potencias que requieren 
un dominio de la Matemática elemental, pero no supone esto que los caldeos tuvieran toda una concepción abstracta de las 
Matemáticas 


capíruo || 


Resta 


LA RESTA O SUSTRACCIÓN es una operación que tiene por objeto, dada una suma de 
dos sumandos (minuendo) y uno de ellos (sustraendo), hallar el otro sumando (resta o 
diferencia). 

Es evidente, de esta definición, que la suma del sustraendo y la diferencia tiene que ser 
el minuendo. 

Si de a (minuendo) queremos restar b (sustraendo), la diferencia será a — b. En efecto: 
a — b será la diferencia si sumada con el sustraendo b reproduce el minuendo a, y en efec- 
to:2a—-b+b=a. 


39 ) REGLA GENERAL PARA RESTAR 


Se escribe el minuendo con sus propios signos y a continuación el sustraendo con los 
signos cambiados y se reducen los términos semejantes, si los hay. 


El |. RESTA DE MONOMIOS 


1) De 4 restar 7. 
Escribimos el minuendo —4 con su propio signo y a continuación el sustraendo 7 con 
el signo cambiado y la resta será:  -—4-7=-11 R, 
En efecto: —11 es la diferencia porque sumada con el sustraendo 7 reproduce el 
minuendo —4: -11+7=-4 


HI. RESTA 


2) Restar4b de 2a. 
Escribimos el minuendo 2a con su signo y a continuación el 
sustraendo 4b con el signo cambiado y la resta será: 


En efecto: 2a — 4b es la diferencia, porque sumada con el 
sustraendo 4b reproduce el minuendo: 


3) Restar 4a%b de —54%b, 
Escribo el minuendo —5a*%b y a continuación el 


sustraendo 4a”b con el signo cambiado y tengo: A E: 


-9a?b es la diferencia, porque sumada con el sus- 


traendo 42% reproduce el minuendo: ab +4ab=-5b R. 


4) De7 restar 4. 
Cuando el sustraendo es negativo suele incluirse dentro de un paréntesis para indicar 
la operación, de este modo distinguimos el signo — que indica la resta del signo — que 
señala el carácter negativo del sustraendo. Así: 


El signo — delante del paréntesis está para indicar la resta y este signo no tiene más 
objeto que decirnos, de acuerdo con la regla general para restar, que debemos cambiar 
el signo al sustraendo —4. Por eso a continuación del minuendo 7 escribimos +4. 


5) De7x*y* restar —8x*y*, 
Tendremos: 7%y' — (-8x y”) =7Y' + 8y'=15r Y" R. 


6) De - ¿ab restar db. 


Tendremos: —lab-(-3a0)=- 


CARÁCTER GENERAL DE LA RESTA ALGEBRAICA 


En Aritmética la resta siempre implica disminución, mientras que la resta algebraica tiene un 
carácter más general, pues puede significar disminución o aumento. 

Hay restas algebraicas, como las de los ejemplos 4 y 5 anteriores, en que la diferencia 
es mayor que el minuendo. 

Los ejemplos 4, 5 y 6 nos dicen que restar una cantidad negativa equivale a sumar la 
misma cantidad positiva. 
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EJERCICIO 20 


ÓN 
ps NW EJEMPLOS 


ÁLGEBRA = BALDOR 


16. tam? restar —7aám? 22 687 restar  -52" pa a dd 
O E A : , 
18. 31ry a -46xy n-1 " n=1 28. >" E ay 
19. -84a% "  —84a%b za 5 dl 443 pa 543 
20. Bar! ” 5pr+? 25. -35m* " —60m* 29. 5* y => y 
Aa. > 1 25 » 3 90. lab? * Jap' 
Restar: 
31. 3 de 12 43. a de  3a 55. 54a"*? de  -S52'*? 
32. 1 7 44. -3b bd : 
39. -5 dh 45-14 "54% 56. -6a Ñ | 
34. —4 A 5 46. 14a%b  " 782% 
35. —7 A 87. -43ay "  —5ay 51.5 y < 
36. 5 , 2a 48. 9ab  " ab 
37. b A” xy * Si a ima + A 
25m  ”" 2 so. 2 E 5 je 
39. Sa e 3b SL E PT 
40. Sa? . 8b 52. 9m' y 105m* 12 6 


41. -9 AS E S 8 ¿e 
42. -25 úl 25ab 54.1  "  -236m' 


g 
"3 
Ss, 
5 
! 
| ca 
ES 
El 
AS 
” 


ll. RESTA DE POLINOMIOS 


Cuando el sustraendo es un polinomio, hay que restar del minuendo cada uno de los térmi- 
nos del sustraendo, así que a continuación del minuendo escribiremos el sustraendo cam- 
biándole el signo a todos sus términos. 


1) De 4x — 3y + z restar 2x + 5z — 6. 
La sustracción se indica incluyendo el sustraendo 
en un paréntesis precedido del signo —, así: - "Ax 3y +2 - (2x +52 - 6) 
Ahora, dejamos el minuendo con sus propios 
signos y a continuación escribimos el sustraendo 
cambiándole el signo a todos sus términos Es ten- 
dremos: > dx - YY +2-2x— 52 +6 


Reduciendo los términos semejantes, tendremos: — 2x-3y-42+6 R. 


En la práctica suele escribirse el sustraendo con sus signos cambiados debajo del 

mínuendo, de modo que los términos semejantes queden en columna y se hace la 

reducción de éstos, separándolos unos de otros con sus propios signos. 
4x-Iy+ z 

Así, la resta anterior se verifica de esta manera: — —2x “s SZ +6 

PRUEBA 

La diferencia sumada con el sustraendo debe dar el minuendo. 


RESTA 


2x-3y - 42 +6 
En el ejemplo anterior, sumando la diferencia 2x—3y  42x + 5z -6 
- 4z + 6 con el sustraendo 2x + 5z — 6, tendremos: — 4x-3y + z (minuendo) 


Restar —4a*%b — ab* + 6a%b* — a*b* - 3b* de 8a'b? + a? — 4a?b* + Gab'. 
Al escribir el sustraendo, con sus signos cambiados, debajo del minuendo, deben orde- 
narse ambos con relación a una misma letra. 


— 


Así, en este caso, 

ordenando en orden a + 8Ba'b* - 4a'b* + 6ab* 
descendente con rela- H4ab  -—6at+ abt+ ab+ 30 

ción a la a tendremos: —W la*b “bp? - ab” by + 7abó + 3b% AR, 
La diferencia suma- a? + 4a%b + 8a'b? -6a7b? — 3a*b* + 7ab' + 3b* 

da con el sustraen- - hab +67) -- 20% añ: aN 

do, debe darnos el / ¿$ + Balb? ——4eb'+ ab (minuendo) 
minuendo: 


— 


Restar -8a%x + 6 — 5ax? —x? de 7a? + 82% + 72% — 4 y probar el resultado por el valor 
numérico. ; , : 
Efectuemos la resta ordenando con relación 1" + Barx +18 - 4 
alax de a , A+ 5? + 8atx - 6 


R. 


La prueba del valor numérico se efectúa hallando el valor numérico del minuendo, del 
sustraendo con los signos cambiados y de la diferencia para un mismo valor de las letras 
(el valor de cada letra lo escogemos nosotros). Reduciendo el valor numérico del minuen- 
do y sustraendo con el signo cambiado, debe darnos el valor numérico de la diferencia. 


Ad pa 2 Tax? + Baix +74 - 4= 28+16+7- 4=47 
Ya 3 2 2 E E E 
x=2, tendremos: »4* + 507 + Barx - 6=8+20+16 6 = 38 


+12 + 162%x + 74? — 10 =8+ 48 + 32 + 7-10 = 85 


De: 

1. a+b restar a-b 9. xx? +6 restar 5x? — 4x +6 

2. 2x— 3y restar —x + 2y 10. y? + 6y* — 8 restar 2y* — 3y? + 6y 

3. 8a+b restar —3a +4 11. a? - 6ab? + 9a restar 152% - 82 +5 

4. ”—3x restar —5x +6 12. X* + 9xy* — 11y* restar -8x y — 6x*y? + 20y* 
5. a?-—a?b restar 7a'b + 9ab? 13. a+b+c-d restar 2-b+c-d 

6. X—Y+Z restar x-y+2 14. ab+2ac-—3cd —5de restar —4ac +82b —5cd + 5de 
7. X+Y-Z testar X-—y+2 15. x* —9x+6x? — 19 restar —11x? + 21x— 43 + 6x* 


8. + y? —3xy restar y +3x"-4xy 16, y*- 9y3 + 6y? 31 restar -11y!+31y* —8y?-19y 
17. 5m? — 9n* + 6m*n — 8mn* restar 14mn* - 21m*% + 5m* - 18 
18. 4x%y — 19xy* + y* - 6y? restar xl - 51xy* + 32? — 25x y 
19, mM + mn — 9m*n* +19 restar -13m1 + 16mn* — 30m*n* - 61 
20. —a%b + 6a?b* —- 18ab* + 42 restar -8a* + 9b* — 11a'b?— 11a%b* 
21.1 -*+x-x+3x-—6x restar —x* + 8x* — 301? + 15x — 24 
22. Ey" + 8 — 23x y + 80 y? — 18 restar —y* + 9xy* + 80 — 21x%y? — 51x "y 
23. m*- 8m'n?*+ 21mn* +8-—6mn* restar -23mn + 14m%n* — 24mn* + 8n* - 14 
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EJERCICIO 21 


EJERCICIO 22 


EJERCICIO 23 


ÁLGEBRA = BALDOR 


24. x” — 8x + 16x" — 231” — 15 restar —8x* + 25x* — 30% + 51x - 18 

25. 9a* — 158'b* + 31a%b* —b* +14 restar 258% — 15a1* + 532%* — 9ab* + 3b* 
2.2+2* 1-2 *? restar 52 -691*1-2*? 

21.m-m>-*+3m*-? restar 3m**' —4m* + 5m*-? + 8m*-? 

AN Ba” + 62" 1 restar —527+3— 1497? 119991 Bar 
29,27 4900-14 25x2-? restar 11107" 4190 + 457" 4 
30.m"**-6m"-?*+8m""*- 19m"-* restar Bm" + 5m*>* +6m7*+m"-*+9m"-* 


Restar: 
1. a-bdeb-a 11. m?*— n* — 3mn de -5m* — n* + 6mn 
2. x- y de 2x +3y 12. ee Be de ral 4 
3. -5a+b de -7a+5 13. m + 14m? + 9 de 14m? - 8n +16 
4. Xx - 5x de e +6 14. ab — bc + 6cd de Bab + 5bc + 6cd 
5.1 xy? de xy + 5xy? 15. 25a*b — Bab* — b* de a? — 9a*h — > 
6. 6a*b — 8a* de 7a?b + 5ab? 16. xy? — 6y? + 4 de 6x* — 8x*y - 6xy? 
s a-—b+2c de a + 2b-3c o a de a 
8. M-n=+pde-3n+4m+5p 18. 7a*b + 5ab* - 8a%b* + b' de 5a* + 9a*b — 40ab* + 6b* 
9. X+y-z de x + 3y — 6z 19. 6x* — 9x + 6x? — 7 de x” — 8x* + 251? + 15 


10. 3a? +ab - 6b* de -5b*+8ab+a? 20. x" xy? + 6xy" + 25y* de - 3xy* - 8x y? —19y* +18 


21. 25x + 25x* — 18? — 11x - 46 de x* - 6x* + 8x? - 9 + 15x 

22. 8a'b + ab? - 152*b* — 45ab' — 8 de a* - 26a%b* + Bab* — b* + 6 

23. 23y* + 8y' — 15y* — 8y - 5 de y + y? + y? +9 

24. 7x7 + 5x — 237 + 51x + 36 de x' —x" + 3x — 5x? — 

25. y" — 60Y'y" + 901 y" — 50xy* — er dl ¿epale 8xy" + 60 

26, a**?-— sat Ba" de ar +? -— Bari 

21.883 a a A LE 
A dd 184%! de 1510194 5017 6 + 4107 

29. 1247”-?*- 539-=1-_ gW- gag”- * de gar" -21a”-*+2697-9+ 1497 -* 

$0, m**= pd m'=* de -15m***+50m**' 14m" -6m*-'+8m*-? 


De: 
1. 1restara—1 3. —9 restar 3a +4? - 5 5. 1 restara?—a%b + ab? 
2. Orestara—8 4. 16 restar y — x* +16  6.x* restar — 8x*y — 6xy? 


7. a” restar — 8a*b + 6ab? — b? 
8. y' restar —5xy + 7 - 8xy* 


R 


ESTA 


9. m restar am-—a!+ 74m? -18am* + 5m* 


10. 16 restar b-a+c+d-14 


11. 1 restar xy + y 
12. +6 restar 5ab -—8ab? + b* 
13. Restar -5xy + 1714-5 de +y 


14. Restar 9y —15xy* - 8xy? de 1 


15. Restar -112% + 2a*b*+82*b* - 4ab* de a +b* 
16. Restar 5—25x de Y +x+50 
17. Restar 9 + 17y'—y*+18y de y +y-41 

18. Restar —152%b + 17a2%b*-—14ab*-—b* de af +9a'b? + ap' 
19. Restar +5x-34 de +1 —11x 
20. Restar mén +7mn*— 31 de m*-1 


— 


— 


De: 


E 


- Bey 2 1y? 
UA 


1 


IA E e E 
Restar —4a"b 0 +38D 9 de ¿0+ ¿2D 8. 


Tendremos: 


2 


1 


2 


cab? — 
a 
4a"b 10 5% 9 


32h — 
¿28 


1,2 122 Tap+2p? 
. a” restar q? ¿+zb 
E 

. 15 restar ¿Y ó 


3 SEUA Or 
4 goc restar =¿ab+ ¿be gd 


ze da+2p-1 
a y restar ¿2+50 3 


Er NA Na Y 
5. ¿X Ey restar PY HG Y ñ 

m4 2p? -1imn+3mp?-1p? 
6. ¿m EN restar ¿món+ mo ¿gr 

32 41ap-3p? 52+tap-1 
7. 72 +72 ¿0 restar qa? +,4 A 


3215y-=1y 3? 23 
8. ¿X +5 0) restar el +2y ¡0 Y 


a] 


NW EJEMPLOS 


EJERCICIO 24 


EJERCICIO 25 


EJERCICIO 26 


ÁLGEBRA * BALDOR 


ad EE 
.4+a a+ restar gi pat 
1 mm?-4p? id: E 3_1 
10. m+ ¿mé ¿IP restar Mn+ ¿ma? +n ó 
3y143y3y_5 2 45722 13 58 
11. E Y O+ Y restar x*+ ¿xy ¿YY 


1a+3p-7p48 —2Ih4+16-1g4? 
12. ¿2+5D eto restar eto qUe 


Restar: 
1. da? de ¿2 da 4. ja-ib+lc de a+b-=c 
2. 22- db de 8a+6b-5 5. m+n—p de ¿m+in+1p 
3. iy de oy 6 6. ¿2 Lab'+6 de ¿2o+jab'—] 


-m*+1 mp? -2 2 5 Ymni— 
7. m*+ ¿mn gm? de ¿¡mn+ 2 mn? +2ma 6 
243 y3y?_1 yy 1 Ly 241 yt 
e y ¿Y ¿e de AA AY +37 
9. yl ly y + yo de DY Ly y 2 yo 
9 $1 9 3 8 13 
1 y43yy?-2y3 5-1ry+i-1 2 
10. Y So+6 de gay? dl 
-2mM +11 mn4+5m?n 1-3 de 3 m8? 3ment45 m5 
11. ¡r+zn yn món ¿de min ¡Mn + gn 
¿004395500? +30d* de 305+ 100-1041 10d Toa 
12, 04 0 ¿a +00 de ¿0 +00? 0 +00 +00 35 


Efectuar las restas siguientes y hallar el valor numérico del resultado para a =1,b=2,C=3, 
x=4,y=5, m=3,n=2. 
QU 
De: 
1. a? —ab restar 3ab + b* 
2. a? +b* restar -5a%b + ab? — 2b* 
3. ya restar jb- 5c+a 


3m* - 5n* restar m* + 8mn + 10n? 
Xx - 18x'y* + 15y* restar -16x y — 6xy* + 9y' 
a'—- Tam +m* restar -5am? + 8a%m — 5m* 
222 Zap 142 1, _1P 
¿A+ ¿ab ¿b restar ¿a" + ab jp? 


5 > ma 


2 3 -1p z-M-1mn-1mn?-1p3 
mn + ¿mo ¿0 restar —m ¿nn man 


HI RESTA 53 


Restar: 

9. ab? - sab de a? 3a*b*+b* 12. 4 de o 

10. 15ab de —ab + 10mn — 8mx 13. - y ario 

11. 112% — 9ab* + b* de a? 14. a 0242"? de a go? 

5 6 

SUMA Y RESTA COMBINADAS 
SUMA Y RESTA COMBINADAS DE POLINOMIOS Lo 
CON COEFICIENTES ENTEROS 


R. 


Esta suma, que es el sustraendo, hay que restarla de a? que es 
el minuendo, luego debajo de a? escribo 3a* — 5ab — 1 con los EN 
signos cambiados, y tendremos: — Ja? +5ab + 1 


) De a? restar la suma de  3ab —6 y 3a? — 8ab + 5. 9 
32? — 8ab + 5 = 

Efectuemos primero la suma: 3ab — 6 pr 

- E = 

al 


) Dex? — 4x2 + 5y* restar la suma de -x* + 5x"y — 6xy? + y* con —6x*y + 9xy* — 16y". 


Xy 6 + y? 
Efectuemos primero la suma: xy +9%y" -16y* 
E — xy +3xy* -15y* 
Esta suma, que es el sustraendo, tengo que restarla 
dex - 4x%y + 5y* que es el minuendo, luego debajo 


de este minuendo escribiré el sustraendo con los X ANY E sy 
signos cambiados y tendremos: + xy - 3xy*+15y 
TE +20 R, 
) De la suma de x* + 4x? — 6 y -5x? — 11x +5 restar x' — 1, 
PR -6 
Efectuemos la suma: - 5 -11x + 5 


Pe PA 


Esta suma es el minuendo, luego debajo de ella 
escribiré el sustraendo x* — 1 con los ici cam- IS E NS 
biados y tendremos: — e +1 


EJERCICIO 27 


ÁLGEBRA = BALDOR 


1. De a? restar la suma de ab + b? con a? 5b? 

2. De 1 restar la suma de a +8 con —a+6 

3. De —71"y restar la suma de 4xy” — xi con 5x*y + y? 

4. De 5m* restar la suma de -3m'7 + 4mn* — y? con 3m%m - 4mp? + 5n* 

5. De 6a restar la suma de 8a + 9b — 3c con -7a -— 9b + 30 

6. De a +b-—c restar la suma de a—b+ec con -2a+b-c 

7. De m—n+p restar la suma de -m+n-p con 2m-2n +2p 

8. Dex? - 5ax + 3a? restar la suma de 9ax—a? con 25x? — 9ax + 7a* 

9. De a? — 1 restar la suma de 52? + 6a—4 con 2a?- 8a +6 

10. Dex* - 1 restar la suma de 5 — 9” +4 con -11x*—7x% — 6x 

11. De a* + b* restar la suma de -7ab? + 353% — 11 con —7a? + Bab? — 358% +6 

12. Den? — 7n* + 4n restar la suma de -110' + 14n? — 25n + 8. con 19n* — 6n? + 9n — 4 

13. Dea* — 8atm? + m* restar la suma de -6adm + 5am*- 6 con 7a*-11am? - 52m -6m* 

14. Dex" - 301 "y? + 40xy* + y” restar la suma de -4x'y + 13Y" — 9yy* con Ex + 8x y? + xy! - 2y* 

15. De la suma de a+b cona—b restar 22 -—b 

16. De la suma de 8x + 9 con 6y— 5 restar -2 

17. De la suma de x? — 6y? con —7xy + 40y* restar -9y? +16 

18. De la suma de 42? + 8ab—5b? con a? +6b*-—7ab restar 4a? + ab —b? 

19. De la suma de x? — y" con— 14 y +51 restar —2r + 194 

20. De la suma de x* — 6x y? + y* con 8x*y* + 31y* restar Xx + 2x y? + 32y* 

21. De la suma de n* — 6n* + n* con 7n*—8n—n*-6 restar —3n*-—n -8n +19 

22. Restar 58'b — 7a*b* + b* de la suma de a? — 32%? + Gab* con 22a'b + 102? — 11ab* — b* 

23. Restar 5 — m' de la suma de -5m? + 4m*— 2m con —7m* +8m+ 4 

24. Restar —4 de la suma de 7a*— 11ab+b* con —7a? + 11ab +b?-8 

25. Restar a— b — 2c de la suma de 3a — 4b + 5c; —7a + 8b—11: a +2b 70 

26. Restar a* — 3a* + 5 de la suma de 5a* + 142? — 192 +8;a5+9a-1y-—a'+ 321 

27. Restar la suma de m' + 10m%n? + 150 con -11m%n — 14m — 3ma* +11 de 6m* +70? + 
am? — p* 

28. Restar la suma de a* + 4a'b*+ 8ab' —b*; —78'b + 158%? — 25ab*+ 305 y -5ab'+ 34%" ad? de 
3a* - 6a*b* - 21ab' 6 

29. Restarlasumade x"+y*con3x'y+21y?+18x y *-y de +32 26 y*+ 18 y 2xy + y* 

30. Restar la suma de 32" + 62'=' cona"—7a +20? de 8201279 a+ 129" 


) Restar la suma de 5x “y? + 6x?y* — 5y* con -3x* + xy! — 11y* de la suma de 
X+2xy* - y con—4x y? + 3x2y* + 3y5, 


Efectuemos la primera suma que será el sus- 5x%y? + 6x*y* — 5y0 
traendo: - - A yt y 

3Y0 ny ; iy? -16y* 
Efectuemos la segunda suma que será el mi- py + 2xry- y? 


nuendo: — -Axy + 3xy* + 3y* 


ss papnro 


) 


RESTA 


Como esta suma es el minuendo escribimos 


debajo de ella, con los signos cambiados, la x - y + 3X y á + 2y ; 
suma anterior que es el sustraendo y tene- y 9X” — 5x y" — Ty" + 16y 
mos: -9 y R. 


De la suma de x? + 5 con 2x — 6 restar la suma de x — 4 con —x+ 6 

De la suma de 3a — 5b + Cc con a — b - 30 restar la suma de 7a + b con -8b- 3c 

De la suma de x? + 1 con 5x* +7 — A? restar la suma de 9x + 4 con -3x? —x+ 1 

De la suma de a* + 1 con a? — 1 restar la suma de a* +2 cona—2 

De la suma de ab + bc + ac con —7bc + Bac — 9 restar la suma de 4ac — 3bc + 5ab con 3bc + 
5ac — ab 


. De la suma de a?x - 3x* con a? + 3ax? restar la suma de -5a%x + 11ax?-— 11 con a? + 8x? — 


dalx + 6ax? 

Delasuma dex! +x?- 3; -3x + 5x7 -5x? +4x+x' restarlasumade-7x7 + 8x? -3x+4 conx*-3 
De la suma de m' — n% -7mn* + 17mén — 4? y mí + 6mn? — 80n* restar la suma de 
6-m' con— min? + mn? - 4 


. De la suma de a — sA3 a —a! 62? + 8; 58? - 11a + 26 restar la suma de —4a?* + a? a! con 


-15 + 1647 - Ba? — 


a ade y? con -11xy + 9y? — 14 de la suma de x? — 3xy — y? con 9y* — 8xy + 19x 
. Restar la suma de a — 1 con —a + 1 de la suma de a?— 3; a - 4; -3a + 8 
. Restar la suma de a? + b*- ab; 7b* — 8ab + 32? -5a?—17b* + 11ab de la suma de 30? — a? + 9ab 


con —8ab — 7h? 


. Restar la suma de m' — 1; mé + 8m? — 6m + 5; -7m -m? +1 de la suma de m* — 16 con -16m* 


+7m*-3 


. Restar la suma de x* — y*; -2xy + 5x y? — 7%? — 3y*; 6xy* — 7%? - 8 de la suma de — y? 


+7xy + 11xy* con eS 1 


. Restar la suma de 7a* —a* — 8a; -3a*+ 11a? a? + 4; 68! - 114? - 22 +8; 59? + 59? -4a+1 


de la suma de -3a* + 7a?— 8a +5 con 5a* — 74? + 41a? — 50a + 8 
Restar la suma de a? — 72%? +9; -20a'x + 214% — 19ax*; x* — 7ax* + 92%? — 80 de la suma 
de -4x% + 182%? — 8; -9atx - 172% + 112%x%; a + 36 


172_3p? 32241p?1 1241 p?2-7 
De 7? Cd restar la suma de q? +5 ¿20 con gl +3zb gb. 


a = ¿2b+ 20? 


Efectuemos la suma que será el sustraendo: ja Lab 1 id 


5 2 Es 2 
a y 
ga ab q? 


EJERCICIO 28 


+ 


NW EJEMPLOS 


EJERCICIO 29 


ÁLGEBRA = BALDOR 


Debajo del minuendo ¿a*-22? escribimos el resultado pe 50 
de esta suma con los signos cambiados y tendremos: dl + ab 5 q0* 


— 


Restar la suma de 5mM- ¿m*+6con3 3mn+1 ¿mie 3 de la suma de ¿m + 


Ano 3mn+ 1 mp? 1 
3 ¿mM INIA = 5 


23 ¿mn+ 1 
Efectuamos la segunda suma que será el mi-, ¿mén + mn? = z 
nuendo: - Mp poa 

¿q -Im? +6 

; 1 3 
Efectuamos la primera si suma que será el sus- ¿mn + ld 2 
ici + ¿mén + ¿mi? — 2070 

¿m+ ¿mn - ¿mi? + q - ¿ 

Ahora, de la primera suma resta- E 2 2 SE ni + Em - -6 


mos esta última suma y tendremos: —4 


1. De “a restar la suma de a+3b con ado 
10539 E 
2, De 72 +58 restar la suma de gl 6 con gl go 
3. Restar la-Lo de la suma de a+3b con 6- cad 
4, Restar la suma de 2 ¿e E -3 1? con 6 Exe La de e 
5. De la suma de a con + tato restar la- Lat 


Ay =271y de 5y.2 
b. Restar la suma de AY gi con 3 5? y) de ¿y 5 


A A E MEP 1a?p-59p?,2p3 
7. De 7? y? restar la suma de ¿7 0+2b b con ¿a“b ¿9D +3) 


1 RESTA 


laz 1,3 2h41 A 8 
8. De la suma de 7? go con y? gl restar la suma de iÁrad con 10 ye 


184 tdatul com dad? 1 dla 
9. Restar la suma de y +71 +7 con q? E 10 de la suma de qe ga+z 00n 
_Botyla3 1 
00 t39 73 


312-5422 con -¿ry—1y?41 2y?_2y241 
10, Dela suma ¿x?- ¿Y +Gy* CON Y 3Y + restar la suma de ye YY con 


17,22 yy 3,21 
45) go 7) 2 
41. Restar la suma de 2a*—1p* con -3220+2a0%+1b* de la suma de La?b+2ab?—1 con 
7 5 4 B 10 2 4 5 
Saprdap? pr 1 
qe b+¿ab ¿o > 
Sims 244 min? imn3nt 2m43m3n-2m*p245p* 
12. De qn 5 restar la suma de ¿mn? mi =n*, 7 +¿mn ¿Mena con 
1Am*-2Zm3n+1m?n?-?p1* 
40 Min+ mn go 


13. De | ma 1 1y:3y_17.2 1m; -1m+1 3 
5 restar la suma de Y 7 Ed rd > gt 


3Illara! 4,3 Ia ¿Sat 30,5 Za? 9991922. 394,193 

14. Restar y ¡22 +a* de la suma de 7? aga gato qa Fl +5 3 ge +1 
9743 
TAME 


1. Hallar la expresión que sumada con x? — x? +5 da 3x — 6. 
2. Hallar la expresión que sumada con —5a + 9b — 60 da 8x + 9. 
3. ¿Qué expresión sumada con a* — b* da —8a*b + 5ab* - 4b*? 
4. Para obtener x — 5, ¿qué expresión debe restarse de x* — 4x? + 8? 
5. ¿Qué expresión hay que restar de m' — 3mn* + 6n* para que la diferencia sea 4m4n? — 8? 
6. Si 4x? — 9x + 6 es el resto y 5x” + 4x — 8 el sustraendo, ¿cuál es el minuendo? 
7. ¿De qué expresión se ha restado a* — b* si la diferencia ha sido 4a* + 8ab* 11? 
8. Al ser el sustraendo 44 y, ¿cuál ha de ser el minuendo para que la diferencia sea —4? 
9. ¿Qué expresión hay que sumar con —7xy + 5x? — 8y? para que la suma sea 1? 
10. Si9m — 8m%n + 5mn* — n? se resta de n*, ¿qué expresión hay que sumar a la diferencia para 
obtener m*? 
11. Sia? - 5a +8 es el sustraendo de una diferencia y el resto es —a? + 5a — 8, ¿de qué expresión se 
ha restado la primera? 


51 


EJERCICIO 30 


ATENAS 


Thales de Mileto (640-535 a. C.). El primero y más famos 


de la 


Misterios í j ¡NON eg El aImbuye 
lizadi . . 


capíruLo MI 


Signos de agrupación 


45 ) Los signos de agrupación o paréntesis son de cuatro clases: el paréntesis ordinario ( ), 
= el paréntesis angular o corchete [ ], las llaves ( ) y el vínculo o barra ———, 


7 


Los signos de agrupación se emplean para indicar que las cantidades encerradas en ellos 
deben considerarse como un todo, o sea, como una sola cantidad. 

Así, a + (b—C), que equivale a a + (+b —c), indica que la diferencia b — c debe sumarse 
con a, y ya sabemos que para efectuar esta suma escribimos a continuación de a las demás 
cantidades con su propio signo y tendremos: a+(b-0c)=a+b-cC 


La expresión x + (-2y + 2) indica que a x hay que sumarle —2y + z; luego, a continuación 
de x, escribimos —2y + con sus propios signos y tendremos: 
X+ (2 +2) =Xx- 2y+2 


Vemos, pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido del signo +, dejando a cada 
una de las cantidades que estaban dentro de él con su propio signo. 
La expresión: 


a—(b+c) que equivale a a— (+b+cC) 


Hi SIGNOS DE AGRUPACIÓN 


indica que de a hay que restar la suma b + c, y como para restar escribimos el sustraendo 
con los signos cambiados a continuación del minuendo, tendremos: 


a-(b+c)=a-b-c 


La expresión x — (-y +2) indica que de x hay que restar —y + z; luego, cambiando los 
signos al sustraendo, tendremos: — x= (-Y+Z)=Xx+Y=Z 


Vemos, pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido del signo —, cambiando el 
signo a cada una de las cantidades que estaban encerradas en el paréntesis. 

El paréntesis angular ( ], las llaves £ ) y el vínculo o barra ——— tienen la misma 
significación que el paréntesis ordinario y se suprimen del mismo modo. 

Se usan estos signos, que tienen distinta forma pero igual significación, para mayor cla- 
ridad en los casos en que una expresión que ya tiene uno o más signos de agrupación se 
incluye en otro signo de agrupación. 


I. SUPRESIÓN DE loci DE REPO 


REGLA GENERAL PARA SUPRIMIR SIGNOS DE AGRUPACIÓN 


1) Para suprimir signos de agrupación precedidos del signo + se deja el mismo signo El 
que tengan a cada una de las cantidades que se hallan dentro de él. 


2) Para suprimir signos de agrupación precedidos del signo — se cambia el signo a cada 
una de las cantidades que se hallan dentro de él. 


1) Suprimir los signos de agrupación en la expresión: 
a + (b—c) +2a- (a +b) 
Esta expresión equivale a: 
+8 + (+b—C) + 22 — (+8 + b) 


Como el primer paréntesis va precedido del signo + lo suprimimos dejando a las cantida- 
des que se hallan dentro con su propio signo y como el segundo paréntesis va precedido 
del signo — lo suprimimos cambiando el signo a las cantidades que se hallan dentro y 
tendremos: 


a+(b-c)+22-(a+b)=2a+b-c+22-a-b=2a-c R. 


2) Suprimir los signos de agrupación en 5x + (X-— y) - [ty + 4] + (x— 6). 
El paréntesis y las llaves están precedidas del signo +, luego los suprimimos dejando las 
cantidades que se hallan dentro con su propio signo y como el corchete va precedido 
del signo —, lo suprimimos cambiando el signo a las cantidades que se hallan dentro, y 
tendremos: 


+ (X=) — [Y +4] + 4x6) =5x—X Y +y-4x+x-6=X-6 R. 


3) Simplificar: m+4n—6 +3m-n+ 2m-1. 
El vínculo o barra equivale a un paréntesis que encierra a las cantidades que se hallan 
debajo de él y su signo es el signo de la primera de las cantidades que están debajo de él. 


59 


(o 
8 


M EJEMPLOS 


EJERCICIO 31 


EJERCICIO 32 


ÁLGEBRA + BALDOR 


Así, la expresión anterior equivale a: m + (4n — 6) + 3m - (n + 2m- 1) 
Suprimiendo los vínculos, tendremos: 
m+4n—6+3m-n+2m-1 =mMm+4n-6+3m-n-2m+1 
= R. 


Simplificar, suprimiendo los signos de agrupación y reduciendo términos semejantes: 


1. x- (xy) 11 + y (+ 2xy + y) + [2 + y? 

2. + (3x—x + 5) 10. (-5m +6) + (-m +5) - 6 

3. a+b-(-2a+3) Y. X+Y+X=Y+2Z-X+Y—Z 

4. 4m- (-2m—n) 12. a- (b+a)+ (a +b)- (-a2+2b) 

5. 2x+3y -4x+3y 13. (é — y) +2 + (2x7 + 3xy) — [-y? + xy] 
6. a+(a-b)+(2+b) 14, 84 [Ly +] (+ y 3% - (1? 
1. a + [-b? 4 22*] - [a? —b*] 3xy) 

8. 2a-(x+a-1)-(a+x-3) 15. (2 +b) + (-a—b) - (b+a) + (3a +b) 

) Simplificar la expresión: 3a+4-5x—[-a+(9x—2+x)]). 


—— 


Cuando unos signos de agrupación están incluidos dentro de otros, como en este ejem- 
plo, se suprime uno en cada paso empezando por el más interior. Así, en este caso, 
suprimimos primero el vínculo y tendremos: 


3a + [-5x — [-a + (9x-a-x)1) 


Suprimiendo el paréntesis, tenemos: 3a + [-5x — [-a +9x-a-—x) 
Suprimiendo el corchete, tenemos: da + [-5x+4—09X+2+x) 
Suprimiendo la llaves, tenemos: 3a-5X+2—-9X+2+xX 
Reduciendo términos semejantes, queda: R. 

Simplificar la expresión: 


-[-3a — (b + [a + (2a — b) — (-a +b)] + 3b) + 4a] 
Empezando por los más interiores que son los paréntesis ordinarios, tenemos: 
[38 — (b + [a +22 -b+a-b]+3b) + 4a] 
=-[3a — (b-a+2a—b+a-—b+3b) + 4a] 
=-FH3a-b+a-2a+b-a+b-3b+ 43] 
3a+b-a+2a—-b+a-—b+23b- 4a 
R. 


Simplificar, suprimiendo los signos de agrupación y reduciendo términos semejantes: 


1. 2a+ [2 (a+0)] 4. 44 E 0Ó xy) + (-3y? + 2xy) — (3x2 + y?)] 
2. 3x-[X+Y-2x+ y] 5. a+ ((2a+b)-(a+b-0)+a) 
3. 2m- [(m-n) — (m+n)] 6. 4m-[2m+n-3]+[-4n—2m+1] 


HH. SIGNOS DE AGRUPACIÓN 61 


7. 2 + [E5x— (2y + (Ex +yH] 
80 (y + y? + (20 + 3xy — 24)1) 
9. -(2a+b)+ [32 +b- (-2a+b- (a-b)) +2] 

10. (+ Y) -14x+2y+-X—Y -X+Y1+ 

11. -(-a+0b) + [-(a +b) - (-2a + 3b) + (-b +a-b)] 

12. 7? — (-[m* +3n - (5—n) - (3 +mP)]) - (2n +3) 

13. 2a— (4a + b) - (-[-4a + (ba) - (-b+a)1) 

14. 3x(5y +[-2x+1y -6+x) -(=x+)]) 

15. 6c-[-(24+c)+4-(a+c)-2a-a+c)+20c] 

16. -(3m+N)-[2m+4-m+(2m-2n-5))-(n+8)] 

17. 2a+1-[5b+(3a-0)+2-(-a+b-c+4)]-(-a+b)) 

18. 4-3 + (x—2y 3) ]+(-(2x+ Y) + (Xx 3)+2—X+y) 

19. -[-(-8)] — Ek(78)] + (15 +0] — [+(-0)1) 

20. -(-[-(a+D)1)-(+H-b-a)1)-a+b 

21. (Ha +b-c)))- (+HH0—a +0)1) + [Ha + (-D))] 

2. [IM+(-M-(N-M+4)+4-4m+m)+(-28+3)H 

23. [+ (+) — + (2) - (+4)] YH] 

24. -[-a+(-a+(a—b)-a-b+c-[-H-a)+01H 


Il. INTRODUCCIÓN DE SIGNOS DE AGRUPACIÓN 


Sabemos que a+ (-b+0)=a-b+0 ku 
luego, recíprocamente: a-b+c=a+(-b+c) 

Hemos visto también que  a-(b—c)=a-b+c 

luego, recíprocamente: a-b+c=a-(b-c) 

Del propio modo, a+b-c-d-e=a+(b-c)- (d+e) 


Lo anterior nos dice que los términos de una expresión pueden agruparse de cualquier 
modo. 

Ésta es la ley asociativa de la suma y de la resta. 

Podemos, pues, enunciar la siguiente: 


REGLA GENERAL PARA INTRODUCIR CANTIDADES (uo 
EN SIGNOS DE AGRUPACIÓN 


1) Para introducir cantidades dentro de un signo de agrupación precedido del signo más 
(+) se deja a cada una de las cantidades con el mismo signo que tengan. 


2) Para introducir cantidades dentro de un signo de agrupación precedido del signo me- 
nos (-) se cambia el signo a cada una de las cantidades que se incluyen en él. 


M EJEMPLOS 
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EJERCICIO 34 
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) Introducir los tres últimos términos de la expresión: x? — 2x? + 3x— 4 en un paréntesis 
precedido del signo +. i 
Dejamos a cada cantidad con el signo que 
tiene y tendremos: —x+(2+3x-4) R. 


) Introducir los tres últimos términos de la expresión: x? — a? + 2ab — b? en un paréntesis 
precedido del signo —. 
Cambiamos el signo a cada una de las tres 
últimas cantidades y tendremos: — x?-(a?-2ab+b?) R. 


Introducir los tres últimos términos de las expresiones siguientes dentro de un paréntesis precedido 
del signo +: 


1.a-b+c-d 4. a? — 5a%h + 3ab* — hb? 
2 -3xy-y?+6 5. +2 2x+1 
3. + 4x*-3x+1 


Introducir los tres últimos términos de las expresiones siguientes dentro de un paréntesis precedido 
del signo —: 

6. 22+b-c+d 9. a--2xy- y? 

141 43x-4 10. a? +b?- 2bc - e? 

8. — 5xY + 3xy? -y* 


3) Introducir todos los términos menos el primero, de la expresión 
3a + 2b — (a +b) — (-2a + 3b) 
en un paréntesis precedido del signo —. 
Cambiaremos el signo a 2b y pondremos —-2b, y cambiaremos los signos que están 
delante de los paréntesis, porque cambiando estos signos cambian los signos de las 
cantidades encerradas en ellas, y tendremos: 


3a — [-2b + (a + b) + (-2a + 3b)] 


Introducir todos los términos, menos el primero, de las expresiones siguientes, en un paréntesis pre- 
cedido del signo —: 

1. X+2y + (xy) 4. —3x + [-4x + 2] - 3x - (2x +3) 

2. 4M-2N+3- (-M+n) + (2m—n) 5. 2a +3b- 4(-2a + [a + (b-a)]) 

3. By + [0é —xy) + y*] 

Introducir las expresiones siguientes en un paréntesis precedido del signo — 

6. -2a + (32 +b) 8. — [-3* + 4x - 2] 

7. 2 + 3xy — (Y + xy) + (2 + y?) 9. [m' — (3m? + 2m + 3)] + (-2m + 3) 
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capíruLo IV 


Multiplicación 


es una operación que tiene por objeto, dadas dos cantidades lla- f 50 
madas multiplicando y multiplicador, hallar una tercera cantidad, llamada producto, que sea 
respecto del multiplicando, en valor absoluto y signo, lo que el multiplicador es respecto de a 
la unidad positiva, IE 

El multiplicando y multiplicador son llamados factores del producto. 


El orden de los factores no altera el producto. Esta propiedad, demostrada en Aritmética, se k 51 
cumple también en Algebra. 

Así, el producto ab puede escribirse ba; el producto abc puede escribirse también bac o 
acb. 

Esta es la ley conmutativa de la multiplicación. 


Los factores de un producto pueden agruparse de cualquier modo. Á 52 
Así, en el producto abcd, tenemos: 


abcd = a x (bcd) = (ab) x (cd) = (abc) x d 


Esta es la ley asociativa de la multiplicación. 
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53 ) LEY DE LOS SIGNOS 


Distinguiremos dos casos: 
1) Signo del producto de dos factores. En este caso, la regla es: 


Signos iguales dan + y signos diferentes dan —. 


En efecto: 


1. 


Lo anterior podernos resumirlo diciendo que 


(+2) x (+b) =+ab 
porque según la definición de multiplicar, el signo del producto tiene que ser respecto 
del signo del multiplicando lo que el signo del multiplicador es respecto de la unidad 
positiva, pero en este caso, el multiplicador tiene el mismo signo que la unidad po- 
sitiva; luego, el producto necesita tener el mismo signo que el multiplicador, pero el 
signo del multiplicando es +, luego, el signo del producto será +. 


Ea) x (+b) =-ab 
porque teniendo el multiplicador el mismo signo que la unidad positiva, el producto 


necesita tener el mismo signo que el multiplicando, pero éste tiene —, luego, el pro- 
ducto tendrá —. 


(+8) x (-b) =-ab 
porque teniendo el multiplicador signo contrario a la unidad positiva, el producto 


tendrá signo contrario al multiplicando, pero el multiplicando tiene +, luego, el produc- 
to tendrá —. 


Ea) x (-b) = +ab 
porque teniendo el multiplicando signo contrario a la unidad positiva, el producto ha de 
tener signo contrario al multiplicando; pero éste tiene —, luego, el producto tendrá +. 
+ por + da + 
- por — da + 
+ por— da — 
- por + da — 


2) Signo del producto de más de dos factores. En este caso, la regla es: 


a) El signo del producto de varios factores es + cuando tiene un número par de fac- 


tores negativos o ninguno. 

Así, (a) x (Eb) x (0) x (0) = abed 

En efecto, según se demostró antes, el signo del producto de dos factores nega- 
tivos es +; luego tendremos: 
(-a) x (-b) x (=c) x (-0) = (=a + —-b) x (-c - -d) = (+8b) x (+00) = abcd 


bh) El signo del producto de varios factores es — cuando tiene un número impar de 


factores negativos. 
Así, (-a) x (-b) x (=c) = -abc 
En efecto: 
(-a) x (-b) x (=c) = [(-a) x (-b)] x (-c) = (+ab) x (-c) = abc 
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exponente la suma de los exponentes de los factores, 
Así, dxdxa gt? 
En efecto: al x a? x a?= aaa x aga x aa = aggaagaga = a? 


LEY DE LOS COEFICIENTES ks 
El coeficiente del producto de dos factores es el producto de los coeficientes de los factores. 


Así, 3a x 4b =12ab 
En efecto, como el orden de factores no altera el producto, tendremos: 


3ax4b=3x4xaxb=12ab 


Distinguiremos tres casos: 1) Multiplicación de monomios. 2) Multiplicación de un polinomio 
por un monomio. 3) Multiplicación de polinomios. 


I. MULTIPLICACIÓN DE MONOMIOS 


Se multiplican los coeficientes y a continuación de este producto se escriben las letras de 
los factores en orden alfabético, poniéndole a cada letra un exponente igual a la suma de los 
exponentes que tenga en los factores. El signo del producto vendrá dado por la ley de los sig- 
nos (53). 


Multiplicar 22* por 3a?. 


— 


2x3 =2x30'*=6% R, 
El signo del producto es + porque + por + da +. 
Multiplicar — xy? por -5mx*y?. 
y x Emi) =5mx + y +9 =5méy” AR. 
El signo del producto es + porque — por — da +. 


o 


3) Multiplicar 3a%b por — 4b%x. 
324% x (4b%x) =-3 x 4atb'**x=-128 0% Ro 
El signo del producto es — porque + por— da —. 
) Multiplicar —ab* por 42"b*c?. 
(ab?) Xx da"? += | Xx Ja! + pen ps ==43 + 120 £c R. 
El signo del producto es — porque — por + da —. 
Multiplicar: 
1. 2 por -3 4. ab por —ab 7. —5xY por xy? 10. 5a*y por—6x* 
2. 4 por-8 5. 2x? por -3x 8. a*b* por 3a*x 11. 0 por -4yz* 


3. -15 por 16 6. —4a*b por ab? 9. -4m* por—5mn*p 12. abc por cdl 


LEY DE LOS EXPONENTES k ss 


Para multiplicar potencias de la misma base se escribe la misma base y se le pone por ES 
El 


5 
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13. -15x"y? por -16a%%* 16. -8m*n* por -9aimx* 19. "yc por —x"y"c* 
14. 3a%b* por —4x*y 17. ab” por -ab 20. -m'n* por —6m*n 
15. 3a*bx por 7b*x* 18. -5a"b" por -6a*b*x 


5) Multiplicar a***b**? por -32**?b3. 


CS ES A 33? pes R. 

5) Multiplicar — a”*'b"-=? por — 4a7-?p%+1, 
(=a"+1p"73) x (487 p +4) = 321 R. 

Multiplicar: 
1.2” porg”+? 6. 3x*y* por4x"+iym+2 
2. e por—x +? 7. 4 *b"*Upor 51 + 3p>* 
3. 42%" por ab'** 8. a”b"c por—a"p? 
4.20? ?b"*? pora” *?p" 9. xy 9? por ax" Aye 58? 


5. 3a"+1b"*1 por -4a"+?2p1=3 10. -5min*=*0 por-7m*-=3p*-+ 


7) Multiplicar sab por Am. 


Becie)> E x sa'bm a R. 
8) Multiplicar -¿X y? por — SX pas 
5 myn=1 5, 3 ym+2 n+1+3 — 1 me, 
da sella 2 7y )> Y xt R. 
Efectuar: 
1.2 nr A E 2.3 5 ¿Mpñ nar — 3 af? 
1. ¿2 por ¿2D 5. ¿abc por ¿a 9. eb por ¡gabo 
2. —ménpor- Lam? 6. xy por UN 10. ¿20 por—La'0" 
22 ida dd 1 3 ym IaMp nar —4 n 
y "por ¿ax y 7. ¿apor fa 11. ¿a"b" por ¿2h 
—1m8nnor 433 daran < Zap 2 ¿11302 pr 4 91 3p2 
4. ¿Pin por ¿E mén 8. 2” por—¿ab 12. 800“ por a'*b 


58 ) PRODUCTO CONTINUADO 


MW EJEMPLOS 


Multiplicación de más de dos monomios. 
1) Efectuar (2a)(-32*b)(-ab?). 
(2a)(3a*b)(-ab*) = 6a'b* R. 
El signo del producto es + porque hay un número par de factores negativos. 


IWY MULTIPLICACIÓN 


2) Efectuar (ey) xo) ay”). 
ette a 


El signo del producto es — porque tiene un número impar de factores negativos. 


Multiplicar: 
1. (a)30)(2?) 1. (2a »)(3a 291 Je 3atp*"1) 
2. (3) ly) (ax) 5. (-2m (ss *m)(- 1 a “m) 


3. (mn) (-3m*) (-5mi) spa 3a*)(4a) 


A 10. (3b*)(-4a*b)(8b)(-5a*x) 
5. (-2”)(-2ab)(-3a*b”) 11. (27b) (a?) (220) (32%) 
A E EE 


Il. MULTIPLICACIÓN DE POLINOMIOS POR MONOMIOS 


Sea el producto (a + b)c. 
Multiplicar (a + b) por c equivale a tomar la suma (a + b) como sumando c veces; luego: 
(a + b)c= (a +b) + (a +0b) + (a +b) ... c veces 
=(a+a+a...c veces) + (b+b+b... C veces) 
=ac + bc 


Sea el producto (a — b)c. 
Tendremos: — (a—b)c = (a —b) + (a —b) + (a — b) ... c veces 
= (a+a+a...c veces) — (b+b+b... C veces) 
=ac—bc 
Podemos, pues enunciar la siguiente: 
REGLA PARA MULT ¡AR UN POLINOMIO POR UN MONOMIO 
Se multiplica el monomio por cada uno de los términos del polinomio, teniendo en cuenta 
en cada caso la regla de los signos, y se separan los productos parciales con sus propios 
signos. 
Ésta es la ley distributiva de la multiplicación. 


1) Multiplicar 3x? — 6x +7 por 4ax?. 
Tendremos: — (3x”-6x+7) x 4ax? = 3 (4ax”) - 0 +7(4ax?) 
=12Zax R. 


La operación suele disponerse así: ax - bx +7 
dax? 


67 
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2) Multiplicar a* x— dat? + 50% — x > Ex basar 
por — 24%. E -28*x 
—2a +88" x? - Dax? 2a”x R. 

3) Multiplicar x"*'y — 3xy? + 2x* y? — 1 ?y* por - 3x2y" 


ga -3x y? +2 y xy 


E E MAA 
—2y ym +, +9x? ly O Y IX" , R. 
l=y] 
e Multiplicar: 
CS 1,3% —x* por -2x 10. a” - a”! +a"-? por— 2a 
2 2 8xy - 3y por 2ax* ES 
2 —3X-4x+3 por—2x 12, ab" +a7-1p"** — a7-2p0+? por 3a?b 
3 4.2 -4a+6a por 3ab 13. 7 — 3x* + 5x — 6 por— 4x? 
a 5. a? — 2ab + b* por—ab 14. a* — 6atx + 9a%x? - 8 por 3bx? 
6. X* — 6x* — Bx por 3a?x? 15. a1**- 32"? -42"** a” por—a'x? 
7. M-3m*N* + 70* por - 4mix 16. X* — 6x* + 8x* — 7x +5 por — 34? 
8.” — 4xy + 6xy? por ax'y 17. -3 + 5xy — 7xy* - 4y* por 5atxy? 
| 9. a? — 5a*b — 8ab? por - 4a*m? 18. 095 3 +94 +3 5 +" por — 2? 
19. a*- 3a%b* + a'b' — 3a%b* + b* por- 5a%y? 
20, a" + 3a "tot? gO2p0 rt y gM3p9*S por 437? 
4) Multiplicar Y y 4 2y por tay? 
a RA O 
ió 
22 
EY > R. 
o 
< Multiplicar: 
a 13-2 29? Z 3 
5 1. ¿23D por E 5. 3a-5b+8c por ee 
o 
2._3 23 2 yk y? 3 y3 
E, 2. 58 ¿2 por ¿9D 1. GX yy por 5 
LL 3a-1p42 Bag? 192-1p241y2-1y? por —53? 
3. ¿a ¿ato por —¿ac 3. ¿e ¿o + Y por ¿24m 
4. ¿a+ Job E0* por 3a*x 9, ¿memo ¿mn por ¿mr 


5. yy por y 10, ? Ex yx 44243 y A Y por —3a*rty* 
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11. MULTIPLICACIÓN DE POLINOMIOS POR POLINOMIOS 


Sea el producto (a + b-—c) (m+m). 
Haciendo m +m=y tendremos: 


(a +b—c) (m+n) = (a + b-c)y = ay + by —- cy 


(sustituyendo y por su valor m +) ——= 


= a(m +) + b(m +) —- cm +mn) 


Ml 


Podemos, pues, enunciar la siguiente: 


MA MAD 


INMINS 


REGLA PARA MULTIPLICAR DOS POLINOMIOS 


Se multiplican todos los términos del multiplicando por cada uno de los términos del mul- 
tiplicador, teniendo en cuenta la ley de los signos, y se reducen los términos semejantes. 


1) Multiplicar a — 4 por 3 +a. 
Los dos factores deben ordenarse en relación con una misma letra. 


Tendremos: 


Hemos multiplicado el primer término del multiplicador a por los dos términos del multi- 
plicando y el segundo término del multiplicador 3 por los dos términos del multiplicando, 
escribiendo los productos parciales de modo que los términos semejantes queden en 
columna y hemos reducido los términos semejantes. 


+98)-34) 


2) Multiplicar 4x — 3y por —2y + 5x. 
Ordenando de manera descendente con relación a la x tendremos: 


am +an + bm + bn -— cm - en 


am + bm — Cm + an + 0n — CN 


4x —3y 4x —3y 
IE: A e 
4x(5x)- 3y(5x) 20x"— 15xy , 
— 4x(2y)+ 3y(2y) - By +6y 
- 23y+6y* R, 


Multiplicar: 

1. a+3pora—1 

2. a-3pora+1 

3. x+5porx-4 

4. m-6porm-—5 
5. +3 por—x+5 


6. -a-2por=-a-3 

7. 3k — 2y por y + 2x 

8. Ay + 5x por —3x + 2y 
9. 5a—7b pora + 3b 
10. 7x—3 por 4 +2x 


11. —a+b por —4b + 8a 
12. 6m - 5n por a + m 
13. 8n — 9m por 4n + 6m 
14. —7y -3 por-11 +2y 


a 
o 
ra 


Y EJEMPLOS 


EJERCICIO 41 


ÁLGEBRA = BALDOR 


3) Multiplicar 2 +a?-2a-—a? pora +1. 2-24+ 2-2 
Ordenando de manera ascendente con relación a la a l+ a 
tendremos: PP 
- 2a-22 +2 -a! 
d” = R. 
) Multiplicar 6y* + 2x? — 5xy por 3x? — 4y? + 2xy. 
2*- 5xy+ 6y? 
3x+ 2y- 4y? 
Ordenando descendentemente con rela- 6x* 15 y +18x*y? 
| ción a la x tendremos: 4x%y -10x*y?+ 12xy* 
- 8x*y*+ 201y* - 24y* 
6x* -11ey xy? — 24y* 
) Multiplicar x— 4x?+x%-— 3 porx? — 1 +4x. 
-4 + x-3 
+ dx 1 
Ordenando de manera descendente / X"-4x "+ x'-3x 
con relación a x, tendremos: 4 -16x* + 4x? — 12x? 
O A +3 
¿-143 R 
) Multiplicar 2x — y + 3z por x— 3y - 4z. 2X- Y+ 3z 
X— 3y- 4 
2x — XY + 3XZ 
- 6xy + 3y? -9yz 
— 8xz +4yz -122* 
E 2+ 3y?-5y-127 R 
e 
=F Multiplicar: 
OQ 1. +xy + y? porx — y 18. +1 +xporx? -x-1 
o  2.a7+b*-2ab pora—b 16.2 - 3x* + x" porx? — 2x + 3 
E 3.27 +b*+2ab pora + b 17.m-4m+m*-1 porm? + 1 
Ly 4. -3 +1 porx+3 18.27 58 +2 pora" -2+5 
y 5a-3+3t pora 1 19.X e ayy por xy — x? + 3y? 
6. m*+ min? + n* porm? — np? 20.n*-2n +1 porn? — 1 
1. —2x* + 3x — 1 por2x +3 e — 3a*b + 4ab? pora?b — 2ab? — 10p? 
8. 37 + 5 — 6y pory? +2 22. 8x* — 9y* + 6xy" - 12x%y por 2x + 3y 
9.mM-=-mt+m-2poram+a 23.24 + y — DEN E 
10. 3a? — 5ab + 2b* por 4a — 5b 24. 3x* — a? + 2ax* por 2a? — x? — 3ax 
11.5m* - 3m*n? + n* por3m — n 25.x' — 3x y + 2xy? + xy? por—y? — xy —- y? 
12.27+a+4+1 pora? -a-1 26.22 — 5a?+a*- 3 pora? - 2a-7 
13. + 2x* — x porx?-—2x +5 27.M*+3 - m + m* por m?*- 2m+ 3 


14. m*-— 3mn + 2mn* porm?—2mn—8n* 28. a*-3a*b? +a%b —ab? +b* por a? — 2ab +b? 
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29. Xy + xy xy? + y porx?-2y* +xy 33. 8x”-12x*y —6xy? + y* por 3x* + 4y? — 2xy 


30. y? -2y+1 por y! - 2y?+2 34. 5a' — 3a + 2a? — 4a* — 1 pora! — 2a? + 2 
' 31. m*- 3m* +4 por3m* - 2m +1 35. + ex 41 porxó — 2x? +3x +6 
i 32 —ara+1pora+a—2a-1 36. 3a* — 5a + 22? — 4 pora? +a*-—2a+1 


37. 5y' - 3y* + 4y? + 2y por y! - 3y? - 1 

38. m' - 2m% + 3m*n? — 4n* porn? — 5mn? + 3mn — m* 
39.x* —- 3x y? - x?y* + y? porx* — 2x%y? + 3xy* 

40. 3a* - 6a* + 2a? - 3a + 2 pora! — 3a? + 4a — 5 

4M.a+b-cpora-b+c 

42.X + 2Y —-Z POrx—-Y+2 
43. 2x — 3y + 5Z por y + 22 — X 

44.7 + y? +22 — Xy — XZ — YZ POrX +y+2 


MULTIPLICACIÓN DE POLINOMIOS EXPONENTES LITERALES 
HE AY m 
1) Multiplicar a”*? — 42” — 22”** pora? - 2a. a 2" da 
ae -—2a 
gra 237 = gar? 


—9gm+3 + 4gn+ + Ban" 
M4 ¿Mi > m+1 R. 
2) Multiplicar x?+?- 3x* — x8** 4x1 port! 4x0 + 4x7. 
ya? xa 4x9 
AA E Y 
p0a+3 e ee gyen a ya 
yes? 9 y .1_gy2 4 xa 
4x2 4x% 12: 4 4x9 
E A a 


Multiplicar: 

| 18-atae porar 

DNS OR 

3. mo ym*+m*?—m por m?-2m+3 

4. an? 9274 3ar+ por Sra? 

A + 0) > 

0.38 *-2 +2 por a+ 221 
As bad y a dE Ea AE ES pl 

em ¿mmm por mi? mio em? 
A o O O E e ES 
10. a'b—a””'b?+22"-*b* —a”=*b* por amb? -a”?p' 
11.2 +b" por a” +b" 

12. 4 1—p** pora—b 

13. gd gan? gan por ¿3-3 6391 ggm=2 
14. PESA AA por AENA Ap 


W EJempLos £ 
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64 ) MULTIPLICACIÓN DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS 
AA in e cn tip tro 
un 
HS: pd 
a ¿e e 
= > 
5 3! EY 
LÚ 1) Multiplicar 1x?-—1 yy por 2x-2y. = 
y 2 3 $15 14_ 2 2y 
e SES 
2 y +4 yy? 
PFP 
Los productos de los coeficientes deben simplificarse. Así, en este caso, tenemos: 
1,2221. 4,1 4-2 
Dudo 300 2 40 3 
2) Multiplicar Ja +30 - lab por da? — ab—10*. 
122 1ap+1p? 
38 ¿+30 
Ba Tabs 142 
a a 
ADA ES 32242 
q? ap? D+ ¿ab 
1, E TT PO 
¿20 0 b ¿% 
E 252 E 1 4 
E pee sao ld 
ai— 22h Y 4 ) dd le R 
0U 120 B 
=S 
-- Multiplicar: 
sn 1 A 142 3m2 2 
o 1. Ja-1o por ja+ 7? 5 ¿m +¿M- 0 por ¿m +2n*- 
S 3 US E EA 
== y? = == e 
q 2.X sy Dor Ey + a EA 5 POr ar gr+2 
LL) 
1 3 1 US AS 0 3,2 2,2 
ES - A U—> Z zx "- Za 
a ¿e Dy+ iy por Ex 7) 7. ¿8 ¿A ll por 5x Mz 
NESAO 2,2 AS Ea id 2 1 E 5,2 
4. ¿1 áb+3b por ¿a 7? ESAS Exy por Íx FU + Y 


ARNES 1 EA 
9 +3 ri: 15% por ? 5x e 


Bm3_1 Ln? 5,22 
10. qe ¿me de 2 por sm +30 - gan 
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MULTIPLICACIÓN POR COEFICIENTES SEPARADOS 


La multiplicación de polinomios por el método de coeficientes separados abrevia la opera- 
ción y se aplica en los dos casos siguientes: 


1) Multiplicación de dos polinomios que contengan una sola letra y estén ordenados con 
relación a la misma. 


1) Multiplicar 3x* — 2x? + 5x — 2 por 2x? + 4x — 3 


por coeficientes separados. 3-2+ 5- 2 
Escribimos solamente los coeficientes con sus signos y 42 + 4— 3 
efectuamos la multiplicación: 6- 4+10- 4 
+12- 8+20- 8 
- 9+ 6-15+6 


6+ 8- 7+22-23+6 
Como el primer término del multiplicando tiene x? y el primer término del multiplicador 
tiene x*, el primer término del producto tendrá x* y como en los factores el exponente 
de x disminuye una unidad en cada término, en el producto el exponente de x disminuirá 
también una unidad en cada término, luego el producto será: 


6 +8x'-7x* +22 23x +6 R. 


2) Multiplicar a* — 6a? + 2a — 7 por a? — 2a +4 por coeficientes separados. 


— 


Escribimos solamente los coeficientes, pero  1+0—6+2- 7 

como en el multiplicando falta el término ena? 1+0-2+4 

y en el multiplicador falta el término en a? es- 41+0-6+2- 7 

cribimos cero en los lugares correspondientes -2-0+12- 4+14 

aesos términos y tendremos: +4+ 0- 244+ 8-28 
14+ 0-8+6+ 5-28 + 22- 28 


Como el primer término del multiplicando tiene a? y el primero del multiplicador tiene a*, 
el primer término del producto tendrá a” y como en los factores el exponente de a dismi- 
nuye de uno en uno, en el producto también disminuirá de uno en uno, luego el producto 
será: 


a'- 8a? + 6a! + 5a*- 282? + 22228 R. 


OBSERVACIÓN 


Si en ambos factores el exponente de la letra común disminuye de dos en dos, de tres 
en tres, de cuatro en cuatro, etc., no es necesario poner cero en los lugares correspon- 
dientes a los términos que falten; sólo hay que tener presente que en el producto, los 
exponentes también bajarán de dos en dos, de tres en tres, de cuatro en cuatro, etcétera. 


2) Multiplicación de dos polinomios homogéneos que contengan sólo dos letras comu- 
nes y estén ordenados en relación con una de las letras. 


13 


NW EJEMPLOS 


M EJEMPLO 


EJERCICIO 45 


ÁLGEBRA * BALDOR 


Un polinomio es homogéneo cuando todos sus términos son homogéneos, o sea, cuan- 
do la suma de los exponentes de las letras en cada término es una cantidad constante, | 
El producto de dos polinomios homogéneos es otro polinomio homogéneo. 


Multiplicar a*— 5atm + 727m?- 3m* por 3a?— 21m? por coeficientes separados. 

El primer polinomio es homogéneo, porque la suma de los exponentes de las letras en 
todos los términos es 4 y el segundo también es homogéneo, porque la a tiene de expo- 
nente 2 y la m también tiene de exponente 2. 


— 


Escribimos solamente los coeficientes, poniendo. 1- 5+ 7+ 0- 3 

cero en el multiplicando en el lugar correspon- 39+ 0-2 

diente al término en am' que falta y poniendo cero 4£3-15+21+ 0- 9 

en el multiplicador en el lugar correspondiente al ¿AMA Eb 
término en am que falta, y tendremos: -15+19 + =D 


El primer término del producto tendrá a* y, como el producto es homogéneo, la suma de 
los exponentes de las letras en cada término será 6. 

Como en los factores, el exponente de a disminuye una unidad en cada término y el de 
m aumenta una unidad en cada término, en el producto se cumplirá la misma ley, luego 
el producto será: 


32*- 152m + 19a'm* + 102 m*— 232 m*+6m* R. 


Multiplicar por coeficientes: 


110-+x por *-1 

2. +3 5x* +8 por x- 2-7 

3.a' + 32% - 2a*b? + 58b*-b* por a?- 2ab + b* 
4.m*+n* + 6mn?- 5mn por m*— 4mn?- mi 
5.x'- 8 +3 por x*+6x*- 5 

5.a*- 3a*- 62? +10 por a*- 4a* + 3a*- 2? 
1.X*-4x*+3x*- 2 por 3x*- 8x* + 10 
8.m*-7m*+9m*- 15 porm'*- 5m"” + 9m*- 4m' + 3 
9. 3x'y - 6xy?- ax?y?- y por 2x? + 4y? 

10. 62-42? + 62-2 por a*-2a?+a-7 

11.05 3n* +50 -8n +4 por n*- 3n* +4 

12. 3x*-— 4x%y - y! por x*- 5xy? + 3y? 

13. — 5xy* + xy? Ey" por x- ax? 4 y0- 5x?y! 
14.27” - 3a77*+:58"-* por a?-—5 

16.958 9-72 pora + 614 7art? 
a pur 6xr*1- 4x4 01 at 

17. q4+2_¿2_ 3a%+1_ 5321 por 32%-1_ 59% + 64%+! 


MULTIPLICACIÓN 


1) 


Efectuar 3x(x + 3)(x— 2) (x+ 1). 


Al poner los factores entre paréntesis la multiplicación está indicada. 

La operación se desarrolla efectuando el producto de dos factores cualesquiera; este 
producto se multiplica por el tercer factor y este nuevo producto por el factor que queda. 
Así, en este caso efectuamos el producto 3x(x + 3) = 3x? + 9x. Este producto lo multipli- 
camos por x— 2 y tendremos: 


3x* + 9x Este producto se multiplica 3% +30 — 10% 
x-2 porx +1: Pr id, 
3 +9x? 3x* +31 -18x 


—6x? —18x 3x0 + 3x*— 18x 
ax y gy? — =$ ,! LU Ay 395 2 18) R. 
En virtud de la ley asociativa de la multiplicación, podíamos también haber hallado el pro- 


ducto 3x(x + 3); después el producto (x— 2)(x+ 1) y luego multiplicar ambos productos 
parciales. 


Simplificar: 

1. 4(a + 5) (a — 3) 3. (é—x+1)0+x- 1)(x— 2) 

2. 32 (x + 1)(x 1) 9. (a7 =D) (a +26" -]) 

3. 212 — 3)(a — 1)(a + 4) 10. a(a — 1)(a — 2)(a — 3) 

4. (+ 1)0-1)( +1) 11. (e — 3)(x + 4)(x— 5)(x + 1) 

5. mim — 4) (m — 6)(3m + 2) 12. (?— 3) + 2x + 1)(x- 1)( + 3) 

6. (a -— b)(a? - 2ab + b?)(a + b) 13. 9a*(3a — 2)(2a + 1)(a — 1)(2a — 1) 

TIME AM) 001) E E ia Ne A EE 
MULTIPLICACIÓN COMBINADA CON SUMA Y RESTA 
1) Simplificar (x+3)(x— 4) + 3(x— 1)(x +2). 


Efectuaremos el primer producto (x + 3)(x — 4); efectuaremos el segundo producto 
3(x — 1)(x + 2) y sumaremos este segundo producto con el primero. 


Efectuando el primer producto: — (x+3)(— 4) =x? =x-12 

Efectuando el segundo producto: 3(x—1)(c+2) =3(x" +x-—2) =3x” + 3x6 
Sumando este segundo producto con el primero: 

(0? —x-12) + (3: + 3x - 6) =x?-x-12+3x*+3x—6=4x" +2x-18 R. 


NW EJEMPLO 


EJERCICIO 46 


(67 


EJERCICIO 47 


M EJEMPLOS 


ÁLGEBRA *= BALDOR 


2) Simplificar x(a — b)? — 4x(a + by. 


Elevar una cantidad al cuadrado equivale a multiplicarla por sí misma; así (a — b)? 
equivale a (a — b)(a — b). 
Desarrollando x(a — b)?. 


x(a —b)?=x(a* — 2ab + b*) = ax — 2abx + b*x 
Desarrollando 4x(a + b)?. 
dx(a + b)? =4x(a? + 2ab + b?) = 4a'x + 8abx + 4b*x 
ax — 2abx + bóx — (4aóx + Babx + 4b%) 


Restando este segundo producto del primero: = a*x — 2abx + b*x — 4a%x — 8abx — 4b*'x 
=-3a%x — 10abx — 3b'x R. 


Simplificar: 
1. 4(x+3) + 5(x + 2) 11. 3(x + y)? - 4(x — y)? +3x? — 3y? 
2. 6 +4) - 3(é + 1) + 5? + 2) 12. (m+n)?- (2m+n)+(m-4ny 


3. a(a—x) + 3a(x + 2a) — a(x — 3a) 13. x(a+x) + 3x(a +1) — (x+1)(8 +2) - (a-x)* 
4 Xy 4 1) + y (+ 1) - ax y? 14. (a+b-0)+(a-b+c)-(a+b+cY 

5. 4n7 - 5mn*+ 3 (mé +1) -3m(m—-M) 15. (+x- 3) - (e -24x)? + (0 -x-3) 
yy y +1) + 0041) y 001) 16. (er y +2) — (e + y) Y) + 3(0? +19 + y?) 
7. 5(x+2) — (+ 1)(0+ 4) - 6x 17. Pe+ (2x—3)][Bx— (+ 1)] +4xx? 

8. (a+5)(a—5) -3(a +2)(a—2) +5(a-+4) — 18. [3(0+2) - 40c+ 1)][300+ 4) — 260 +2)] 


9. (a+b)(4a — 3b) — (Sa — 2b)(3a + b) 19. [(m+n)(m—n) - (m+n)(m +m)112(m+m) 
— (a + b)(3a — 6b) - 3(m—m)] 

10. (a+c)- (ac) 20. [0c+y)" - 3 — y +Y) y) +x(Y —x)] 

SUPRESIÓN DE SIGNOS DE UPACION CON PRODUCTOS INDICADOS 


1) Simplificar 5a + (a — 2 [a + 3b — 4(a + b)]). 
Un coeficiente colocado junto a un signo de agrupación nos indica que hay que multipli- 
carlo por cada uno de los términos encerrados en el signo de agrupación. Así, en este 
caso multiplicamos — 4 por a + b y tendremos: 
5a + [a — 2 [a + 3b — 4a — 4b]) 
En el curso de la operación podemos reducir términos semejantes. Así, reduciendo los 
términos semejantes dentro del corchete, tenemos: 
5a + [a — 2[-3a — b]$ 


Efectuando la multiplicación de 5a + La + 62 + 2b) 
— 2 por (-3a — b) tenemos: ———— >  =5a+(72+2b) ] 


IV MULTIPLICACIÓN 7 


- Simplificar: 
1. x- [3a+2(-x+1)] 
2. —(a+b)- 3[28 +b(-a+2)] 
3. — [M-2/+ (1 2y) - 2(x+y) — 32 +1)] 
4.4 -4-3x+5-[-X +x(2-X)1) 
5. 2a-(-3x+2-a+3x-2-a+b-2+3)]) 
6. a (+ y) 30) +21 2) - 2H] _ 
7. m-(m+n)-3-2m+[-2m+0+2(-1+n)-m+n=1+ 
8. —2(a —b) - 3(a +2b) - 4fa—2b +2[-a+b-1+2(2-b)]) 
9. —-5(X+ y) -[2x —y +2-x+Y-3-X-Y 1 H+2x 
10. M-3(M+N)+[-[- (-2m+n-—2- 3[m-n+1)) +m)) 
11. 3(x— 2y) +24 4[ 2 3(0+y)1) 4 -[- (+11) 
12. 5(- (a +b) - 3[-2a +30 — (a + b) + (-2-b) +2(-2+D)] -a) 
13. 3 [+(a+0))-4-[-(a-0m 
14. La +b-2(a-b) +34 - [2a+b-3(a+b-1)]) - 3[ a +21 +a)]) 


EJERCICIO 48 


.. 


CAMBIOS DE SIGNOS EN LA MULTIPLICACIÓN (69 


Las reglas generales para los cambios de signos en la multiplicación son las siguientes: 
(+a)(+b) =+ab y (-a)(-b) = +ab 


1) Si se cambia el signo a un número par de factores, el signo del producto no varía. 


En efecto, sabemos que: 


donde vemos que cambiando el signo a dos factores el signo del producto no varía. 


ÁLGEBRA = BALDOR 


2) Si se cambia el signo a un número impar de factores, el signo del producto varía. 
En efecto, sabemos que: 


(+a)(+b) =+ab y (+a)(-b) =-ab o (-a)(+b) = ab 


donde vemos que cambiando el signo a un factor el signo del producto varía. 

Cuando los factores sean polinomios, para cambiarles el signo hay que cambiar 
el signo a cada uno de sus términos. Así, en el producto (a — b)(c — d), para cambiar el 
signo al factor (a — b), hay que escribir (b — a), donde vemos que a, que tenía +, ahora 

IA tiene —, y b, que tenía —, tiene ahora +; para cambiar el signo a (c — d) hay que escribir 
(dc). 
Por tanto, como cambiando el signo a un factor el producto varía su signo, tendre- 
| mos: 


| E 


y como cambiando el signo a dos factores el producto no varía de signo, tendremos: 


Tratándose de más de dos factores aplicamos las reglas generales que nos dicen 
que cambiando el signo a un número par de factores el producto no varía de signo y 
cambiando el signo a un número impar de factores el producto varía de signo. 


Así, tendremos: (+8) (+b)(+c) =-(-3)(+b) (+0) 
(+a)(+b) (+0) =—(+8)(-b) (+0) 
(+a)(+b)(+0) =-(-a)(-b) (-c) 


y también: (+8)(+b)(+c) = (8) (-b) (+c) 
| (+8)(+D)(+c) = (+8)(-b) (=c) 
(+2)(+0)(+c) = (—a)(+b) (-c) 


Si se trata de polinomios, tendremos: 


| (a —b)(c - d) (mn) =-(b- a)(c—d)(m-—n) 
| (a— b)(c — d)(m — n) =—(a — b)(d — c)(m=n) 
| (a —b)(c —d)(m—n) =-(b—a)(d—c)(n—m) 


y también: (a — b)(c — d)(m—n) = (b -aj(d —c)(m-—.n) 
(a — b)(c — d)(m—n) = (a — bJd— c)(n—m) 
(a —b)(c — d)(m-—n) = (b -a)(c— d)(n—m) 


Platón (429-347 a. C.). Uno de los más arandes filosofos de la Antiguedad. Alumno predilecto de Sócrates, dio a conocer las 
doctrinas del Maestro y las suyas propias en los famosos Diálogos, entre las que sobresalen el Tímeo, Fedon, el Banquete, 
etc, Viajo por el mundo griego de su época y recibió la influencia de los sabios y matemáticos contemporáneos de él. Alcanzó 
pleno dominio de las ciencias de su tiempo. Al fundar la Academia hizo inscribir en el frontispicio; "Que nadie entre aquí si no 
sabe Geometria”. 


carítuLo V 
División 


LA DIVISIÓN es una operación que tiene por objeto, dado el producto de dos factores 
(dividendo) y uno de los factores (divisor), hallar el otro factor (cociente). (o 
De esta definición se deduce que el cociente multiplicado por el divisor reproduce el 
dividendo. ; 
Así, la operación de dividir 6a? entre 3a, que se indica 6a? + 3a o e consiste en hallar 


una cantidad que multiplicada por 3a dé 6a*. Esa cantidad (cociente) es 2a. 
Es evidente que 6a? + 2a= - 3a, donde vemos que si el dividendo se divide entre el 
cociente nos da de cociente lo que antes era divisor. 


LEY DE LOS SIGNOS (a 


La ley de los signos en la división es la misma que en la multiplicación: 
Signos iguales dan + y signos diferentes dan —. 


En efecto: 
1, +ab ++a=+WB=4b 
+d 


porque el cociente multiplicado por el divisor tiene que dar el dividendo con su signo 
y siendo el dividendo positivo, como el divisor es positivo, el cociente tiene que ser 


BO ÁLGEBRA = BALDOR 


positivo para que multiplicado por el divisor reproduzca el dividendo: 
(ra) x (+b) = +ab. 

El cociente no puede ser —b porque multiplicado por el divisor no reproduce el divi- 
dendo: (+a) x (-b) =-ab. 


2. -ab=-a==%=+b porque (-a) x (+b) =-ab 


-á 


3. +8b=-a=%=-b porque (-4) x (-b) =+ab 


4. —ab++a= 2 =-b porque (+a) x (-b) =-ab 
En resumen: + entre + da + 

— entre — da + 

+ entre — da — 

— entre + da — 


72 ) LEY DE LOS EXPONENTES 


Para dividir potencias de la misma base se deja la misma base y se le pone de exponente 
la diferencia entre el exponente del dividendo y el exponente del divisor. 


Sea el cociente a? + a*, Decimos que 


a? será el cociente de esta división si multiplicada por el divisor a* reproduce el dividendo, y 
en efecto: a? x al =4P, 


73 ) LEY DE LOS COEFICIENTES 


El coeficiente del cociente es el cociente de dividir el coeficiente del dividendo entre el 
coeficiente del divisor. 


En efecto: 


4a es el cociente porque 4a x 5a = 202? y vemos que el coeficiente del cociente 4, es el 
cociente de dividir 20 entre 5. 


74 ) CASOS DE LA DIVISIÓN 


Estudiaremos tres casos: 1) División de monomios. 2) División de un polinomio por un mo- 
nomio. 3) División de dos polinomios. 


A eE EA op o QuÍ0Q A 


vV 


DIVISIÓN 


I. DIVISIÓN DE MONOMIOS 


De acuerdo con las leyes anteriores, podemos enunciar la siguiente 


REGLA PARA DIVIDIR DOS MONOMIOS 


Se divide el coeficiente del dividendo entre el coeficiente del divisor y a continuación se 
escriben en orden alfabético las letras, poniéndole a cada letra un exponente igual a la 
diferencia entre el exponente que tiene en el dividendo y el exponente que tiene en el 
divisor. El signo lo da la ley de los signos. 


1) 


2) 


3) 


4) 


Dividir 4a*b* entre —2ab. 
sto? +—20b= 0020 
porque (-2ab) x (-2a?b) = 4a*b?. 
Dividir -5a%b*c entre —a?b. 
5atp0+-atp= SNC =batbto AR. 
ah 


porque 5a*b*c x (-a?b) =-5a'b*e. 


Obsérvese que cuando en el dividendo hay una letra que no existe en el divisor, en este 
caso c, dicha letra aparece en el cociente. Sucede lo mismo que si la e estuviera en el 
divisor con exponente cero porque tendríamos: 


COSO 
Dividir —20mx?y? + 4xy?. 


—20mx*y*+4xy? A 5mx R. 
y 


porque 4xy* x (-5mx) = -20mx?y?. 


Obsérvese que letras iguales en el dividendo y divisor se cancelan porque su cociente 
es 1. Así, en este caso, y* del dividendo se cancela con y* del divisor, igual que en 
Aritmética suprimimos los factores comunes en el numerador y denominador de un 
quebrado. 

También, de acuerdo con la ley de los exponentes y* + y* = y?*=* = y" y veremos más 
adelante que y? =1 y 1 como factor puede suprimirse en el cociente. 


Dividir —x"y"z* entre 3xy?z*. 


nytz_ j 


=x"y"z*3xy 2? = 
y o 


81 


(os 


Y EJEMPLOS 


EJERCICIO 49 


EJERCICIO 50 


EJERCICIO 51 


ÁLGEBRA * BALDOR 
Dividir: 
1. -24 entre 8 8. —5mén entre mén 15. -2mén* entre -3mn* 
2. 63 entre —7 3. 82 entre Say 16. a* entre a? 
3. Sa? entre —a 10. —xy* entre 2y 17. -32'b" entre ab? 
4. 14a*b* entre —2ab* 11. 5x y? entre —6r y 18. 5a”b"c entre —6a*b*c 
5. -Ab'c entre ab* 12. -a'be* entre 8c* 19, ab” entre —4a”b" 
6. -a?b entre —ab 13. 16m'n* entre —5n* 20. -3Minx entre Sin? 
7. 54 YZ entre -6xy2 14. —1082'b%0* entre —20b*c* 
5) Dividir a*+9b7*2 entre a:+?97*1. 
BOYl IS MENANIL (MA) RIO 
ES $ + py” mn =2' Xx pn+ m = R. 
) Dividir —3x%**y38=2 entre —5x=tya1 
id E AAA EC 
pra A E O E all 
Dividir: 
1.a”** entre a”*? 6.7 *Y"=* entre —8x y? 
2.2 entre 0? 7. 547"="p93 entre 637 =2p9= 
3. -3a”-? entre —-597-$ 8. 4 y +? entre 5 yr 
4.x"+% entre —4x"** 9.27*'"b'** entre a”b* 
5. -4a'=*b" entre —5aip? 10. -5ab*c? entre 6a"b"c' 
7) Dividir sebo entre -da'bo. 
lab 
3—= R. 
Sabe 
Dividir: 
1,2 2 _1 2h5n6 55 
1. ¿4 entre y 7. ¿Ebo entre ¿abro 
39? =4 2,1pm dp? 
2. —¿2'b entre ¿2D 8. ¿2'b” entre ¿eb 
2 144553 de =3n3 3yx 
3. ¿1Z entre Eo 9. ¿eo? ente sd 


4. -[a”b" entre Lab 
5. A entre —2 
6. 3m'n*p* entre -¿mnp* 


3,mpn _3p3 
10. q? b" entre 70 
11. -2a'*'b"-=* ente 20 


12. anno entre da*=tp"=1 


¡NS 


Y DIVISIÓN 


Il. DIVISIÓN DE POLINOMIOS ENTRE MONOMIOS 
Sea (a +b—c) + m. Tendremos: 


(a+b-0)em=*22= 


a. 
m 


En efecto: 24h-£ es el cociente de la división porque multiplicado por el divisor 


reproduce el dividendo: 
(2+2-2)m=2xm+2xm-Exm=2+b-c 
m mom m m m 


Podemos, pues, enunciar la siguiente 


REGLA PARA DIVIDIR UN POLINOMIO ENTRE UN MONOMIO 


Se divide cada uno de los términos del polinomio entre el monomio separando los cocien- 
tes parciales con sus propios signos. 
Ésta es la ley distributiva de la división. 


2m? 
ntre —2a 10.2%+a8"*' entrea 
E AX 11. 24” -327*?+ 6a"** entre — -3a? 
e py eto 2 12. Mb” + 27 1p0*2 grp +A entre ap? 
6, 6m*- -8mén + 20mn* entre -2m 19.092 507 + GI si entre x=? 
7. 62%? — 3a*b* — a*b* entre 3a*b* 14. 42 tpra_ Gao Ba entre 


8 5 10 + 15% entre —5x o 


9. Bmin? — 10mn* — 20m%9* + 12m%* entre. 


(o 


M EJEMPLOS 


EJERCICIO 52 


84 ÁLGEBRA = BALDOR 


Dividir: 


Le. 2 2; 
$ e ze entre ¿x 


EJERCICIO 53 


VERNE IA AS 3 
2.0 ES +20 


A E 
3. Mem n+ ¿mn ente ¿Mm 


e 7 E PRE Sl il 
LY Y ene 
5. ¿a 12%0*— ab* entre Sa 


Am, 1¿ma au 
6.2 +7 entre za 


y 2a99+1_ 121 2ax antro 1712 
e 


8. ns ar mi_ Ego entre Za . 


III. DIVISIÓN DE DOS POLINOMIOS 
La división de dos polinomios se verifica de acuerdo con la siguiente 


78 ) REGLA PARA DIVIDIR DOS POLINOMIOS 


1) Se ordenan el dividendo y el divisor con relación a una misma letra. 

2) Se divide el primer término del dividendo entre el primero del divisor y tendremos el 
primer término del cociente. 

3) Este primer término del cociente se multiplica por todo el divisor y el producto se res- 
ta del dividendo, para lo cual se le cambia el signo, escribiendo cada término debajo 
de su semejante. Si algún término de este producto no tiene término semejante en 
el dividendo se escribe en el lugar que le corresponda de acuerdo con la ordenación 
del dividendo y el divisor. 

4) Se divide el primer término del resto entre el primer término del divisor y tendremos 
el segundo término del cociente. 

5) Este segundo término del cociente se multiplica por todo el divisor y el producto se 
resta del dividendo, cambiando los signos. 


Y DIVISIÓN 


6) Se divide el primer término del segundo resto entre el primero del divisor y se efec- 


túan las operaciones anteriores; y así sucesivamente hasta que el residuo sea cero. 


3x4 R. 
x+213x*+2x 8 
1) Dividir 3x? +2x-—8 entre x+2. 36 
4x -8 
4x+8 


EXPLICACIÓN 


El dividendo y el divisor están ordenados de manera descendente con relación a x. 
Dividimos el primer término del dividendo 3x? entre el primero del divisor x y tenemos 
3x? + x= 3x. Éste es el primer término del cociente. 

Multiplicamos 3x por cada uno de los términos del divisor y como estos productos hay 
que restarlos del dividendo, tendremos: 3x x x = 3x?, para restar -3x?; 3x x 2 = 6x, 
para restar —6x. 

Estos productos con sus signos cambiados los escribimos debajo de los términos se- 
mejantes con ellos del dividendo y hacemos la reducción; nos da —4x y bajamos el -8. 
Dividimos —4x entre x: —4x + x =-4 y éste es el segundo término del cociente. El -4 
hay que multiplicarlo por cada uno de los términos del divisor y restar los productos del 
dividendo y tendremos: 


(4) xx =-—4x, para restar +4x; (-4) x 2 =-8, para restar 8 


Escribimos estos términos debajo de sus semejantes y haciendo la reducción nos da 
cero de residuo. 


RAZÓN DE LA REGLA APLICADA 


Dividir 3x? + 2x— 8 entre x + 2 es hallar una cantidad que multiplicada por x + 2 nos dé 
3x* + 2x — 8, de acuerdo con la definición de división. 

El término 3x* que contiene la mayor potencia de x en el dividendo tiene que ser el pro- 
ducto del término con la mayor potencia de x en el divisor que es x por el término que 
tenga la mayor potencia de x en el cociente, luego dividiendo 3x? + x = 3x tendremos el 
término que contiene la mayor potencia de x en el cociente. 

Hemos multiplicado 3x por x + 2 que nos da 3x? + 6x y este producto lo restamos del 
dividendo. El residuo es —4x — 8. 

Este residuo —4x — 8, se considera como un nuevo dividendo, porque tiene que ser el 
producto del divisor x + 2, por lo que aún nos falta del cociente. Divido —4x entre x y me 
da como cociente —4, 

Éste es el segundo término del cociente. Multiplicando -4 por x + 2 obtengo -4x - 8. 
Restando este producto del dividendo —4x — 8 me da cero de residuo. Luego 3x — 4 es 
la cantidad que multiplicada por el divisor x + 2 nos da el dividendo 3x? + 2x — 8, luego 
3x —-4 es el cociente de la división. 


M EJEMPLOS 


gol 
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08 2) Dividir 28x”—30y* — 11xy entre 4x— 5y +6) Jar 
Ela Ordenando dividendo y divisor en orden des- 4x-5y/|28x? -11xy-30y? 
cendente con relación a x tendremos: —28x" + 35xy 
24xy —30y? 
EXPLICACIÓN 24 y +30y* 
Dividimos 28x? + 4x = 7x. Este primer término del cociente lo multiplicamos por cada 
uno de los términos del divisor: 7x x 4x=28x?, para restar — 28x?; 7x x (- 5y) = -35xy, 
para restar +35xy. Escribimos estos términos debajo de sus semejantes en el dividendo 
y los reducimos. El residuo es 24xy — 30y?. Divido el primer término del residuo entre el 
primero del divisor: 
24xy + 4x =+ 6y. Éste es el segundo término del cociente. 
Multíplico 6y por cada uno de los términos del divisor. 6y x 4x = 24xy para restar 
— 24xy; 6y x (-5y) =-30y?, para restar +30y?. Escribimos estos términos debajo de sus 
semejantes y haciendo la reducción nos da cero como residuo. 7x + 6y es el cociente 
de la división. 
=$ 
16) Dividir: 
Oo  1242+22-3 entre a+3 12. 50? - 11m +6n* entre m—n 
o  2.4-22-3 entre a+1 13. 320? - 54m? + 12mn entre 8n — 9m 
oO 3X-20+x entre x+5 14, -14y? + 33 +71y entre -3-7y 
E 4, mM-1im+30 entre m-6 15. —y entre x—y 
a 51+15-8x entre 3-x 16. a? + 3ab*? — 3a%b —b* entre a—b 
6. 6+a*+5a entre a+2 17. x* -9+3+x entre x+3 
7. 6x* — xy - 2y* entre y +2x 18. al+a entre a+1 
8. -15x? — By? + 22xy entre 2y — 3x 12. Mn entre m—p? 
9. 5a? + 8ab — 21b* entre a+3b 20. 2x' -x'-3+7x entre 2x +3 
10. 14x? —12+22x entre 7x-3 21. 3y% + 5y* — 12y +10 entre y” +2 
11. 8a? + 12ab —4b* entre b—a 22. am' -am-2a entre am+a 


23. 12a* + 33ab? — 35a?b — 10b* entre 4a — 5b 
24. 15m* - 9mn* — 5mín + 3mén* + 3mn*—n* entre 3m—n 


71) PRUEBA DE LA DIVISION 


Puede verificarse, cuando la división es exacta, multiplicando el divisor por el cociente, de- 
biendo darnos el dividendo si la operación está correcta. 


) Dividir 2x% — 2 — Ax entre 2 +2x. A 
PJ 
Al ordenar el dividendo y el divisor debe- 2x+2 12 4x2 
mos tener presente que en el dividendo A en 
falta el término en x?, luego debemos dejar A 
un lugar para ese término: - 2X sae : 


v 


DIVISIÓN 


1) Dividir 3a* + 10a*b? + 64a*b* — 21a*b + 32ab* entre a? — 4ab? - 58%. 
Ordenando con relación a la a en orden descendente: 
Ja” —bab—80 R. 
d-54b-4ab? |32*-21a'b+104*b*+642*b*+32ab* 
32 +1598'b+124 pb? 
—64'b+222*b*+642?p* 
_6a'b-304*b* -244'b' 
Bab? +40'b*+32ab* 
8a"b*-—409*b*-32ab* 


5) Dividirx*? + xy" — By! — ey entre x* + xy — xy? — y. 


Al ordenar el dividendo tenemos x"? — x*y* + x*y? — xy", 
Aquí podemos observar que faltan los términos en xy? y en xy”; dejaremos pues un 
espacio entre x'? y — x*y* para el término en xy? y otro espacio entre x*y* y — x?y" 
para término en xy? y tendremos: 
—X Y +) R. 
xy yoyo [q y y x5y? ey 
yy xy 
xy? y +2x yO 
Xy? y xy — xy xy 
ey + xy xy TE xy 
xy xy y yo 
6) Dividir 11a* — 3a? — 464? + 32 entre 8- 3a?- 6a. 
Ordenaremos de manera ascendente porque con ello logramos que el primer término del 
divisor sea positivo, lo cual siempre es más cómodo. Además, como en el dividendo fal- 
tan los términos en a* y en a dejaremos los lugares vacíos correspondientes y tendremos: 
+ 39-24 +42 R. 
3-62-32*|32-462*+ 11a*- 34? 
-32+24a +122 ES 
24a -344*+ 114 
—24a +182+ Ya 
-164*+204* 
_16*-120-6a* 
8a* -6a' - 34 


8d? +64! +3a* 


Dividir: 

1.2*-a-22-1 entre a?+2+1 

2. +12 -—5x entre x*-— 2x +5 

3. mM-5m*n +20mn* — 16mn* entre m?- 2mn - 8n* 
4 X=-x-2x-1 entre *=x-1 

5x4 6 —2x -7x*— 4x +6 entre x'-3x*+2 


EJERCICIO 55 


ÁLGEBRA * BALDOR 


5. m+m-4m'-4m+m?-1 entre m*+m*- 4m -1 

1.2 -a'+10-27a+7a? entre 2+5-a 

8. 3 — 5xy? + 3y'—x' entre x? — 2xy + y? 

9. 20-20 +n*-1 entre n?-2n+1 

10. 22a*b* — 52'b* + ab — 40ab* entre a?b — 2ab? - 10b* 

11. 16x' - 27y' - 24x*y? entre 8x” - 9y* + 6xy? — 12x*y 

12. 4y* - 13y? + 4y* — 3y — 20 entre 2y+5 

13. 58% - 3x* - 11ax! + 3a'x — 2a% entre 3x — a? + 2ax? 

14, Y - 5 - Xy? — xy? entre x'- 3xy + 2%? + xy 

15. a' — 5a* + 31a? - 82 +21 entre a?-22-7 

16.m-m'+5m -6m+9 entre m'+3 -m*+ m* 

17. al + b' — afb — 4a'b? + 6a db? — 3ab* entre a? - 2ab + b? 

18. - 2xy* + 2x y? — 2x%y! + 3xy* - 2y* entre x?- 2y? + xy 

19. dy - 2y +y*- y*-4y +2 entre y'+2- 2y? 

20. 3m' —- 11m +m'+18m* - 8m - 3m” +4 entre m'- 3m? + 4 

21.a* + 2a*- 3a?- 2a* + 22? -a-1 entre a+ a?-a+1 

22. 24x* - 52x'y + 38 y” - 33x*y* — 26xy* + 4y* entre 8x* - 12xy — 6xy* + y? 
23. 5a* + 6a' + 5a* — 42” — Ba? - 2a* + 4a? — 6a entre a'- 2a?+2 

24. -3x +6 +x?-3x +6 entre xi - 2x + 3x +6 

25. 3a* + 5a* — 9a* — 10a* + 82? + 3a — 4 entre Ja? + 22? — 59 - 4 

26. 5y* - 3y' - 11y* + 11y* - 17y' - 3y* - Ay? — 2y entre 5y'- 3y* + 4y? + 2y 
27.1 +5m —14m*n? +20m** - 13m 0* — 9m*n* + 20mn* -4n” entre n* + 3m*n —5mn? — m* 
28. x"" — 5xy? + 8x y! - 6xy* — 5xy* + 3x2y"" entre x* — 2x%y? + 3xy* 

29. 3a? — 152” + 14a* — 28a* + 47a* — 282? + 232 — 10 entre 34624223942 
30. a? — b? + 2bc —c? entre a+b=c 

31. -2x? + 5xy — xz— 3y? — yz + 102? entre 2x — 3y + 52 

32. +y +2 - 3xyz entre 104 y? +2 — xy — X2 — y2 

33.2 +b' entre a+b 

34. 21x - 21y* entre 3x - 3y 

35. 16x* — 16y* entre 2x* + 2y* 

36.x' — y" entre x? - y? 

37.x5+y" entre + y 

38. + y? + 3xy + 3xy?-1 entre + 2xy+ y +x+y+1 

39. + y entre x'- xy + xy? — xy? + y 


80 ) DIVISIÓN DE POLINOMIOS CON EXPONENTES LITERALES 
un 
a 1) Dividir 3a"*5 + 192*** — 104*** - 8a'*? + 59**! entre a? - 3a + 5. 
= Ordenando en orden descendente en relación con la a, tendremos: 
úl qa gt] R 
ES - S 
LJ —3a+5 32 -109*+199 _8g9 459" 
e 3 a 158 


gr 4 qa pa 8ar” 
za = ga +59? 
3 x gg aa 5 
40430 tsa 


V DIVISIÓN 


EXPLICACIÓN 

La división 3at52a2= 3attó-2= art? 
La división atra —porto?ts gr? 
La división arras at ao 


Dividir x% — 17-24 x 3214 31844 24393 — 2y9=5 entre 1091 2x3 3x0? 
Ordenamos de manera descendente con relación a x y tendremos: 


1 gy? opta! xy 72 y 9 y 3 daa _ 9 
NT a ad 
AX a 
eS PS ad gx 
ROA 
3x2 _ gy _ gy 
9 E q pd 9x3 


ro 


A AS 
EXPLICACIÓN 
La división A a A Ra) = ya 2a +1 = Jar 
La división 4x%-*+x24-1 = gu 1-(-0 <= 41-41 <= 4 
La división 237? +1 = -944-?- M0 = gy92- +1 ge 
La división 3 go pta a 34 -3- (281) = qa 3-20 +1 = xi? 


Dividir: 

1.2**+a' entre a+ 1 

O 

m**t-m*?+6m*'-5m +3m** entre m* - 2m + 3 

am+3 y ga? gane! 2937 entre anat 

E ET O A entre aaa 

a *?-22+889-?-327* entre 3a"7?- 221 +2 

ae 49%? 4598-34 29%" 29%* entre aa + a”? 

m2-? m%-*"-4m* + 2m*** + 2m%*?-mu+? entre mimo t+mr* 
A E O ES OS 

10. aWb3 — a 1 p4 + am-2p5 22% 1p? + 4% -5b% entre a"b— a” 7 b*+ 20" *b*- ab 
11.274 aMb+ ab" +b"** entre a +b' 

12, a-ab”"*-a' 'b+b” entre a—-b 

13. 3a%-3_ 23350-2 4 53m, 46957 30957*? entre a"? + 6ai7-1- 8aw=? 

14. 20 ye _ gy? _ 92 30 ya entre E +4 0y" 


AA 


EJERCICIO 56 
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RIVISIÁN DE POLIMAMIOS PAN POEEIFIENT EDAPPINNADINO 
DIVISION DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS 


81) 
= 
1) Dividir 1x9 3 yx?y +2 —3 
E 1) Dividir ¿x 5 YA Sy” entre 2 3* 5. 
¡EM 
ul 
R. 
sl j 
2y-3 SA ao 8 5 
qe 3y1 A 
dei + 3y 
A E 
-2ry+2 xp? 
gr Y +3 
E DEN 
: gx Y A 
La 33 
¿Y a) 
1 +3 y 
E pl 
Obsérvese que todo quebrado que se obtenga en el cociente al dividir, lo mismo que los 
quebrados que se obtienen al multiplicar el cociente por el divisor, deben reducirse a su 
más simple expresión, 
ra 
> Dividir: 
= 1 5 
3 1,2 1 1 
2 1. ¿+07 ente ¿2 +0 
ce Rd Pd 2 
> 2.¿X + Y 3! entre x Al 


3, O y + E? — E entre pl — Ly + Ly 


4.52 - ¿eb - b* + Zab* entre la—3b 


5.¿m' + min — Lin? + Ema? — n* entre Em? + 2n* — 
A E 3 + Lx entre 2x"— 11+2 
E 
8 e y ly? ty + Ex entre Ex — Ley + Ly? 
93 + Ge - AS + yA — yy ente ¿+ e d+ 1x0 


10, TN mii mer + mé — min + mn' — ¿0 entre qm? — ¿mén + Ema? ¿0 


DIVISIÓN 


“ARA NE PAEEIMENTEO CEDADANA 
METUDO DL CO! y ICIENTE 9 DEFPARADU 


» 
IS 


La división por coeficientes separados, que abrevia mucho la operación, puede usarse en los 
mismos casos que en la multiplicación. 


1) División de dos polinomios que contengan una sola letra y estén ordenados de la 
misma manera con relación a esa letra. 


1) Dividir 8x* — 16x* + 6x* + 24x? + 18x — 36 entre 4x? + 3x — 6 por coeficientes sepa- 
rados. 
Escribimos solamente los coeficientes con sus signos teniendo cuidado de poner cero 
donde falte algún término y se efectúa la división con ellos: 


44+0+3-6/8-16+6+ 0+24+18-36 
—- 0-6+12 

1640412424 

_16+0+12-24 E 

+24+ 0418-36 

-24+ 0-18+36 


El primer término del cociente tiene x* porque proviene de dividir x* entre x* y como en 
el dividendo y divisor el exponente de x disminuye una unidad en cada término, en el 
cociente también disminuirá una unidad en cada término, luego el cociente es: 


2x" —4x +6 R. 


2) División de dos polinomios homogéneos que contengan solamente dos letras. 


1) Dividir a? — 7a'b +21a*b?- 372*b* + 38ab* - 24b* entre a? — 3ab + 4b* por coeficientes 
separados. 


Tendremos: 4+5-! 
1-3+4| 1-7421-37+38-24 
=Ip4= 4 
4417-37 
4-12+16 
5 -21+38 
3415-20 
6418-24 
6-18+24 


(ez 


M EJEMPLO 


NM EJEMPLO 
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El primer término del cociente tiene a? porque proviene de dividir a entre? 
Como el cociente es homogéneo y en el dividendo y divisor el exponente de a disminuye 
io di ole aumenta una unidad en cada término, el cociente. 


Dividir por coeficientes separados: 


LA=x+ xx entre xx +x 

2.0411 + 3x! - 13x + 19x? - 56 entre x* - 2x* 7 

3. al +ab—7a'b?+12a%b* - 134%b* + 7ab* — b* entre a? — 2ab + b* 

4, m*+ 2m*1* - 5mén + 20mn* —- 19m n* — 10mn* — n* entre m* — 4mn? — n* 

5x0 2x5 50x' + 58x?—15 entre x'+6x* 5 

6. a'* +94 — 74? + 23a* - 522* + 42a* —- 204? entre a? — 4a* + 32? — 22? 

7. 3x5 — 20: — 70x" + 511% + 46" — 20 entre 3x* — 8x +10 

8. 53m - 12m* + m* - 127m'* + 187m'"?- 192m* + 87m*- 45 entre m'? - 7m* + 9m* 
-15 

9. 2x” - 6xy — 8x y? — 20x y? — 24xy* - 18x*y* - dy” entre 2x? + 4y? 

10. 6a? — 122? + 2a" - 36a* + 6a' — 16a* + 384? — 44a +14 entre a* - 22? + 2-7 

1. 0 - 6n*+5n7 +13n* - 23n* -8n* +44n*— 12n* -32n +16 entre ni —3n* +5n* -8n + 4 

12. 3x” — 4xty — 15x y? + 29x'y? - 13 + 5xy* — 3y" entre x* — 5xy* + 3y* 

13," - 4x1? — 10: + 21" + 28x "y? - 23x y" + 9x y? + 33x*y'* — 6y'* entre xP — 
4xy - 5xy* + y 

14. a”*?-32"+**-—52"+2027-*- 252"-* entre a? -— 5 

15, 79%+5—359%+**4 6%+3- 782%+? 53% — 4222-7241 te +6 14 79 ** 

16. 61%+3 — qx4+2— 23x82+1 4 211% 4611 + 19x%-2-12%-*- 6x%-* entre 6 +! 
a oe dE 

A A AS as 


83 ) COCIENTE MIXTO 


En todos los casos de división estudiados hasta ahora el dividendo era divisible de manera 
exacta por el divisor. Cuando el dividendo no es divisible exactamente por el divisor, la división 
no es exacta, nos da un residuo y esto origina los cocientes mixtos, así llamados porque 
constan de entero y quebrado. 

Cuando la división no es exacta debemos detenerla cuando el primer término del residuo 
es de grado inferior al primer término del divisor con relación a una misma letra, o sea, cuan- 
do el exponente de una letra en el residuo es menor que el exponente de la misma letra en el 
divisor y sumamos al cociente el quebrado que se forma, poniendo por numerador el residuo 
y por denominador el divisor. 


DIVISIÓN 


o 
a 


1) Dividir x? —x — 6 entre x +3. x+3|1x- x- 6 

E Bx 

-4x- 6 

Ax +12 

6 
El residuo no tiene x, así que es de grado cero con relación a la x y el divisor es de primer 
grado con relación a la x, luego aquí detenemos la división porque el residuo es de grado 
inferior al divisor. Ahora añadimos al cociente x—4 el quebrado 5 , de modo semejan- 


te a como procedemos en Aritmética cuando nos sobra un residuo. 
) Dividir 6m* — 4%? — 3mén* + 4mnf — 1 entre 2m? mí. 
a, Bd - = - R. 


NM EJEMPLOS 


2m?-n* (6m'-4m? -3m*n* —4mnt — m8 
-6m' +3mén1 
-4mir +4mn* 
Am —2mA* 
2m*—p* 
Hemos detenido la operación al ser el primer término del residuo 2mnf* en el cual la m 
tiene de exponente 1, mientras que en el primer término del divisor la m tiene de expo- 
nente 2, y hemos añadido al cociente el quebrado que se forma poniendo por numerador 
el residuo y por denominador el divisor. 
NOTA 


En el número 190, una vez conocidos los cambios de signos en las fracciones, se tratará 
esta matería más ampliamente. 


Hallar el cociente mixto de: 

1.27+b* entre a? 8.4 — 6xy + y? entre x+y 

.a4+2 entre a 9. —x+3x+2 entre x?-x+ 1 

93 +6x? +7 entre 3x? 10. + yó entre x— y 

. 16a* — 204% +84*b* + 7ab* entre 4a? 11. +y?* entre x— y 

x*+7x+10 entre x +6 12.1% + 4x? — 5x +8 entre x*-— 2x +1 
Xx 5x +7 entre x— 4 13. 8a* — 6a%b + 5ab?— 9b* entre 2a — 3b 
.m*-11m?*+34 entre m?-3 14, - 3 +9 +7x—4 entre x? — 3x +2 


EJERCICIO 59 


Conociendo ya las operaciones fundamentales con cantidades negativas, así como las reglas 
de los signos en la multiplicación y división, podemos hallar el valor de expresiones algebrai- 
cas para cualesquiera valores de las letras, teniendo presente lo siguiente: 
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85) POTENCIAS DE CANTIDADES NEGATIVAS 


1) Toda potencia par de una cantidad negativa es positiva porque equivale a un producto 
en que entra un número par de factores negativos. 


Así,(-2)=+ 4 porque (-2)?=(-2) x (22) = 
(2)'=+ 16 porque (-2)* = (22)? x (2) = (+4) x (+4) =+ 16 
(2) =+ 64 porque (-2)' = (-2)* x (-2)? = (+16)x (+4) =+ 64 
(-2)* =+256 porque (-2)*= (2) x (-2)? = (+64)x (+4) =+ 256 


y así sucesivamente. 
En general, siendo WN un número entero se tiene: (-a)= 2", 


2) Toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa porque equivale a un pro- 

yl ducto en que entra un número impar de factores negativos. 

| Así (2) == 2 | 

| (2)=- 8 porque (-2* =(-2P x (2) =(+4) x(2)=- 8 

| (2) =- 32 porque (-2)' = (-2)* x (-2) =(+16)x (2) =- 32 
(2) =-128 porque (-2)' = (-2)* x (-2) = (+64) x (-2) = E 28 

y así sucesivamente. 

En general, se tiene: (-a)Y** =-2%**. 


1) Valor numérico de x” — 3x? + 2x — 4 para x =-2. 
Sustituyendo x por —2, tenemos: 


(2) - 3(-2)? + 2(-2) - 4 
= 8 3(4) + 2(22) - 


Y EJEMPLOS 


| 
"| E 
'! =-28 R 
' 
I 2) Valor numérico de e, sp para a =-2, b=-3. 


| a'_3atb, Sab? _ ps 
I Tendremos: 2 a rl 


o 2 
EY E ¡ES (9) 


5-0, AO a) 
=4- (58). (-2 2),.27 

=4-— GU 

=4+6-30+27=7 R, 


NOTA 
Para ejercicios de valor numérico de expresiones algebraicas con exponentes cero, ne- 
gativos o fraccionarios, véase teoría de los exponentes, pág. 407. 


Y DIVISIÓN 


Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para: 


=- = OR 
a=-1,b=2,0C 7 
1. a-2ab+b? 6. (b+a)'- (bc)? - (ac)? 
2. 32? - 4a*b + 3ab* — b? ab ac_ be 
2,2 e 
3. al - 3a* + 2a0 — 3bc ec ba 
4. a 8atc + 168%? - 208% + 4000-07 8 (a+b+c)-(a-b-c*+e 
5. (ab) + (b-c)- (a-c) 9. 3(2a +b) - 4a(b +0) - 2c(a—b) 


Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para: 


= =i ==, =- = ea 
a=2,D=3,X 2,y=-1,m=3,n > 


CS NES. A 
is 


1. (a- + (xy)? + (4 — y) (m +x-n) 

12. Ax — y) + (+ y?) (1— y - M) + 3b(x + y +n) 
13. (3x — 2y)(2n — 4m) + 4x*y? a 

14, A E 

15. xx — y + mM) — (x—y)(é + y? — m) + (x + y)!(m? - 2n) 


1%, Y, S Ea y? +4) 


MISCELÁNEA DE SUMA, RESTA, MULTIPLICACIÓN Y DIVISIÓN 
1. Alas 7 a. m. el termómetro marca +5* y de las 7 a las 10 a. m. baja a razón de 3” por hora. Expre- 
sar la temperatura a las 8 a. m., 9 a.m. y 10a, m. 
. Tomando como escala 1 cm =10 m, representar gráficamente que un punto B está situado a +40 
m de A y otro punto C está situado a —35 m de B. 
3. Sumar x? — 3xy con 3xy — y? y el resultado restarlo de x?. 
4. ¿Qué expresión hay que añadir a 3x* — 5x + 6 para que la suma sea 3x? 
5. Restar -2a? + 3a— 5 de 3 y sumar el resultado con 8a + 5. 
6 
7 
3 


. Simplificar -3x? -(-[4x?+5x—(1* —x+6)]). 
. Simplificar (x + y) (ey) — (x +yY. 
. Valor numérico de 3(a+b)-4(C—b)+ ¡2 paraa=2,b=3,C=1. 


9, Restarx? — 3xy + y? de 3x? - 5y* y sumar la diferencia con el resultado de restar 5xy +x? de 2x? 
+ 5xy + 6y?. 


lat Tia Ita Tati Bohi De 
10. Multiplicar ¿a ¿20 +50 por a + ¿2 2b*. 
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11. Dividir la suma de xó — x* + 5x?, — 2x' + 2x* — 10x, 6x* — 6x + 30 entrex? — 2x + 6. 

12. Restar el cociente de jar entre ¿a+ ode jat+ aos Le”. 

13. Restar la suma de -3ab* — b* y 2a*b + 3ab? — b* de a? — ab + b* y la diferencia multiplicaria 
por a? — ab + b?. 

14. Restar la suma de x? — 5x* + 4x, — 6x? — 6x + 3, — 8x?+8x — 3 de 2x' — 161% + 5x +12 y 
dividir esta diferencia entre x? — x + 3, 

15. Probar que (2 + x)*(1 + x?) — (1? — 20% + x- 3) =x"(3x + 10) + 2(3x — 1). 

16. Hallar el valor numérico de (x + y)*(x — y)? + 2(x + y)(x — y) parax=-2, y =1. 


17. ¿Qué expresión hay que agregar a la suma de x + 4, x— 6 y x? + 2x + 8 para obtener 5x? — 4x + 
3? 


18. Restar —(3a + (-b +a) — 2(2+b)) de -2[(a + b) — (a—b)]. 

19. Multiplicar 5x+[(3x—x=y)] por 8x + [-2x + (=x + y). 

20. Restar el cociente de Pinar y? entre De Iy+y de 2x + [-5x — (x-y)]. 

21. Probar que [é* — (3x + 2)] Lx? + (=x + 3)] =x"(0? — dx + 4)  (7x +6). 

22. ¿Qué expresión hay que sumar al producto de [x(x + y) — x(x—y)] [20 + y?) - 3(x? - y?)] para 
obtener 2x%y + 3xy*? 

23. Restar * — 3xy + y? de cero y multiplicar la diferencia por el cociente de dividir x* — y* entre x — y. 

24, Simplificar (x — y)(? + xy + y?) — (x + y)(é — xy + y?). 

25. Hallar el valor numérico de Prao-a 200): paraa=4,b=9,c=25. 

26. ¿Por cuál expresión hay que dividir el cociente de xi + 3x? — 4x — 12 entre x + 3 para obtener 
x—-2? 

27. Simplificar 4x”—(3x—(x”—4+x))+[x?—4x+(-3)H y hallar su valor para x =-2. 


28. ¿De cuál expresión hay que restar —18x* + 14x? + 84x — 45 para que la diferencia dividida entre 
Xx + 7x — 5 dé como cociente x? — 9? 


29. Probar que (a* + b%)(a +D)(a —b) =a' - [3 +2(a +2) - 4(a+1)-a +01. 


30. Restar -x* — 5x* + 6 de 3 y sumar la diferencia con la suma de Y? —x + 2 y Pp? + (Br +4) - 
(Xx +3)]. 
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Productos y cocientes notables 


. PRODUCTOS AUTABEES 
Se llaman Pf IC TABLES a ciertos productos que cumplen reglas fijas y cuyo k 86 
resultado puede ser escrito por simple inspección, es decir, sin verificar la multiplicación. en 
¿bh 
[Ele 


(8 


Elevar al cuadrado a + b equivale a multiplicar este binomio por sí mismo y tendremos; 


(a +b)?=(a+b) (a +b) 


a+b 
Efectuando este produc- a+b 
to, tenemos: .. 
a+ ab 
+ ab+b? Osea (a+b=24 + 22b +b* 
A +2ab+ b? 


luego, el cuadrado de la suma de dos cantidades es igual al cuadrado de la primera cantidad 
más el doble de la primera cantidad por la segunda más el cuadrado de la segunda. 


98 ÁLGEBRA * BALDOR 
EL 4 2 
| O 1) Desarrollar (x +4)". 
= A A Y va 
| a Doble del primero por el Segundo................0........ 2x x 4 =8x 
| ui A E MA ts. AI, A 16 
pe Luego (+4) =x +B8x+16 AR. 


Estas operaciones deben hacerse de manera mental y escribir sólo el producto. 


Cuadrado de un monomio. Para elevar un mono- 
| mio al cuadrado se eleva su coeficiente al cuadra-  (4ab?y? =4*4!*?p?*?=169*b* 


do y se multiplica el exponente de cada letra por 2. 
Sea el monomio 4ab?, Decimos que - — - 


En efecto: (4ab?? = 4ab? x 4ab? = 162*b* 
Del propio modo: (xy 25) = 25xty 5710 
Cuadrado del 1%............... (4a)? = 162? 
2) Desarrollar (4a + 56?) ———+ Doble del 1* porel 2”..... 2 x 4a x 5b* = 40ab* 
Cuadrado del 2% ,............. (5b?)? = 25b* 
Luego (4a + 5b*? = 1627 + 40ab* + 25b* AR. 
Las operaciones, que se han detallado para mayor facilidad, no deben escribirse sino 
Ñ verificarse mentalmente. 
| 3) Desarrollar (3a* + 517)”. 
l (32? + 5x7)? =92* + 308% +25 R. 
y 1) Efectuar (7ax* + 9y*) (7ax* + 9y*). 
l (7ax* + 9y*) (7ax' + 9y*) = (Tax! + 9y*) = 49a%%* + 126ax y? + 81y" R. 


a] 

| “2 Escribir, por simple inspección, el resultado de: 

1 O 

W Ej 1. (m+3) 6. (x+y) 11. (4m* + 5n*y? 16. (47 +4" 

Ñ 26 7. (1438 12 1PERR A AR 
EG 3 (63+b) B. (2x+3y)' 13, (dabr+ y? 18 (ay 
3 4. (94+4m) 9. (ax +by?y 14. (8x*y + 9m*y? 

5. (7x+11) 10. (32? + 8b*? 15. (+ 10y8? 


Representación gráfica del cuadrado 
de la suma de dos cantidades 


El cuadrado de la suma de dos cantidades puede representarse geométricamente cuando los 
valores son positivos. Véanse los siguientes pasos: 


Sea (a +b) =a? + 2ab + b? 


vi PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES 


—Y > 


Construimos un cuadrado de a unidades de lado, es 
decir, de lado a: 


A 


Construimos un cuadrado de b 
unidades de lado, es decir, de lado b. 


— A áq——————— AAA 


Construimos 
dos rectángulos de 
largo a y ancho bh: 


Uniendo estas cuatro figuras como se indica en la figura 13, formaremos un cuadrado de 
(a + b) unidades de lado. El área de este cuadrado es (a + b)(a + b) = (a +b)”, y como puede 
verse en la figura 13, esta área se encuentra formada por un cuadrado de área a%, un cuadrado 
de área b? y dos rectángulos de área ab cada uno o sea 2ab. Luego: 


E] — o. 
(a+bP=2*+20b+0* ca 
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AM PCHARRARA NE 1A NIEERENCIA NE MAS FANTINDANES 
88 ) CUADRADO DE LA DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES 


2 Elevar (a — b) al cuadrado equivale a multiplicar esta diferencia por sí misma; luego: 
il (a—b)?= (a —b)(a —b) 


Efectuando este produc- ab 
to, tendremos: — ¿E 
a-— ab osea  (a-b)=a?-2ab+b* 
_—ab+b* 
a - 2ab + b? 
luego, el cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual al cuadrado de la primera 
cantidad menos el doble de la primera cantidad por la segunda más el cuadrado de la 


segunda cantidad. 
S 1) Desarrollar (x — 5)? 
a 5 =x"-10x+25 R. 
S ) 2 312 
> 2) Efectuar (4a? — 3b*. al 
- = 16a' - 24ab* +9 R. 
a 
8 Escribir, por simple inspección, el resultado de: 
Z  1a-y 5. (4ax— 19 9. (x* — 3ayY 13. (- yy 
3 2 (x-7y 6. (a*-by 10. (a —D? 14, (a? 5)? 
ac 3. (9- ay 7. (3a* — 5b?y 11. (2m-3n)? 15. 0? - are? 
> 4. (2a—3b) 8. (2-1) 12. (10% — xy)? 
89 ) PRODUCTO DE LA SUMA POR LA DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES 


Sea el producto (a + b) (a — b). 


Efectuando esta multiplica- pa—b 
ción, tenemos: —/ + ab osea  (a+blla-b)=a*-b? 


luego, la suma de dos cantidades multiplicada por su diferencia es igual al cuadrado del 
minuendo (en la diferencia) menos el cuadrado del sustraendo. 


) Efectuar (a +x)(a —Xx). 
(a +x)(a—x) = o 
) Efectuar (2a + 3b)(2a — 3b). 
(2a + 3b)(2a — 3b) = (2)? — (3b)?= 43-95 R. 


NW EJEMPLOS 


PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES 


3) Efectuar (5a"*? + 3a")(3a” — 5a"**). 


Como el orden de los sumandos no altera la suma, 5a”** +32” es lo mismo que 3a” + 
5a”*?, pero téngase presente que 32” — 52”*? no es lo mismo que 54”*? - 32”. Por eso 
hay que fijarse en la diferencia y escribir el cuadrado del minuendo menos el cuadrado 
del sustraendo. 


Tendremos: (5a”** + 32")(32" — 52"*!) = (38)? — (52"+1)?=092% — 25 R. 


Escribir, por simple inspección, el resultado de: 


1. (x+y)(x— y) 6. (n—1)(n +1) 11. (1 — 8xy)(8xy + 1) 

2. (m—n)(m+n) 7. (1 — 3ax)(3ax + 1) 12. (6x* — m*x)(6x? + m*x) 
3. (a-X)(x +a) 8. (2m +.9)(2m - 9) 13. (a” + b”)(a” — b") 

4. (+ a) -a?) 9. (a? — b?)(a? + bp?) 14, (3x* — 5y")(5y” + 3x*) 

5. (2a-— 1)(1 + 2a) 10. (y? — 3y)(y? + 3y) 15. (a+ -2b' (20 *+a**!) 
4) Efectuar (a + b + c)(a + b-—c). 


— 


1) 
— 


Este producto puede convertirse 

en la suma de dos cantidades  (a+b+c)(a+b-c)=T[(a + b) +c] [(a + b) —c] 
multiplicada por su diferencia, de = (a + by =* 

este modo: = ab+ bic? R. 


donde hemos desarrollado (a + b)? por la regla del 1% caso. 


Efectuar (a + b +c)(a — bc). 


Introduciendo los dos últimos términos del primer trinomio en un paréntesis precedido 
del signo +, lo cual no hace variar los signos, y los dos últimos términos del segundo 
trinomio en un paréntesis precedido del signo —, para lo cual hay que cambiar los signos, 
tendremos: 
(a+b+c)(a —b-c) = [a + (b +0)] [a — (b +c)] 

=4 — (b+0) 

= 2? — (b? + 2bc + 0?) 

=4-b'-2bc-c* A. 
Efectuar (2x + 3y — 42)(2x — 3y + 42). 

(2x + 3y — 42)(2x — 3y + 42) = [2x + (3y — 42)] jex— (3y — 42)] 
= (2x)? - (ey — 42)' 
= 4x? — (9y* - 24yz + 162?) 
9y* + 24yz- 167? R 


Escribir, por simple inspección, el resultado de: 


1. (X+y +2) +yY-2) 6. (x+y—2)(x y +2) 11. (2x + y —2)(2x —y +2) 

2. (X—y +2) +y-2) 7. (P+2n+1) (0-21) 12. (é - 5x +6)(* + 5x- 6) 
3. (M+y+2)/(—y -2) 8. (a?-2a+3)(a?+2a+3) 13. (a? —ab+b%/(a? + b*+ab) 
4. (m+n+1)m+n-1) 9. (M—-m-1tim+m-1) 14 (-x-2000+x+x) 


5. (mM—-n-1)(m=—n+1) 10. (28 —b-—c)(2a-b+c) 


— 
=> 
po 


¡OO! 


EJERCICIO 64 


EJERCICIO 65 
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Representación gráfica del producto de la suma 
por la diferencia de dos cantidades 


El producto de la suma por la diferencia de dos cantidades puede representarse geométrica- 
mente cuando los valores de dichas cantidades son positivos. Véanse los siguientes pasos: 


Sea 


— Figura 14 ——_—_—_—_—_—_—_—_— 


(a+b) (a—b)=a?*-b* 


Construimos un cuadrado de a unidades de lado, es 
decir, de lado a: 
— Figura 15H 


Construimos un cuadrado de 
b unidades de lado, es decir, de 
lado b: 


Al cuadrado de lado a le quitamos el cuadrado de lado 
b (Fig. 16), y trazando la línea de puntos obtenemos el 
rectángulo c, cuyos lados son b y (a — b). Si ahora trasla- 
damos el rectángulo c en la forma indicada por la flecha en 
la figura 17, obtenemos el rectángulo 4 B C D, cuyos lados 
son (a + b) y (a — b), y cuya área (Fig. 18) será: 
(a+b) (a—b) =a? - b? 
(a +b) (ab) =a?-—b? 
(10 + 6) (10 - 6) = (10) - (6) 
16x4=100-— 36 
=64 R. 


———————————— 


D di L 

o... 

, 

, 
' 

' 

' 

' 

' 

' 

' 


Vi PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES 103 


H CUBO DE UN BINOMIO (so 


1) Elevemos a + b al cubo. ES 
Tendremos: (a + b)? = (a + b)(a + b)(a + b) = (a +b)(a + b) = (a? + 2ab + 05) (a +b) 


2 
Efectuando d+ 2ab+b 


! esta multiplica 4 +Ú 
ción, tenemos: —¿4+22b+ ab? osea  (a+b)'=a*+32*b +3ab? + b* 


+ ¿b+2ab? +1? 
£ + 38%b + 3ab? + b* 


lo que nos dice que el cubo de la suma de dos cantidades es igual al cubo de la prime- 
ra cantidad más el triple del cuadrado de la primera por la segunda, más el triple de 
la primera por el cuadrado de la segunda, más el cubo de la segunda. 
2) Elevemos a — b al cubo. 
Tendremos: (a — b)* = (a — bY'(a — b) = (a? — 2ab + b?) (a — b) 
Efectuando esta multiplicación, tenemos: 


a — 2ab + b? 

a-b 

2 -22b+ ab? o sea (a—b)* =a? - 3ab + 3ab* —b* 
- ab +2ab?-b? 


Ea 


a — 3a%b + 3ab? — b* 


y lo que nos dice que el cubo de la diferencia de dos cantidades es igual al cubo de la 
primera cantidad, menos el triple del cuadrado de la primera por la segunda, más 
el triple de la primera por el cuadrado de la segunda, menos el cubo de la segunda 
cantidad. 


1) Desarrollar (a +1). 
(+1) =a' +32 (1) +32(19 + 19=3*4+38+32+1 R 
2) Desarrollar (x— 2). 
(x-2)=x — 3 (2) + 32) -2=x*-6é +12-8 R 
3) Desarrollar (4x + 5)'. 
(Ax + 5)?= (4x)* + 3(40*(5) + 3(40)(5%) + 5* =64r* + 240%" + 300x + 125 R. 
4) Desarrollar (x? — 3y)*. 
(e — ay) = (1) 30) 3y) + 30134) — (Sy =x" ay + 27 Y" —27y" Ro 


Y EJEMPLOS 


104 ÁLGEBRA + BALDOA 
S Desarrollar: 

pl 

o 1. (a+2) 4. (n-4y 7. (2+y?y 10. (a? -2b) 

Po 2. (1-1) 5. (2x+1) 8. (1-2n) 11. (2x+3yY 

mm 3. (m+3) 6. (1-3y* 9. (4n +3) 2. (1-ay 


91 ) PRODUCTO DE DOS BINOMIOS DE LA FORMA (x + a) (x + b) 


La multiplicación nos da: 


x+2 x-3 x-2 x +6 
x +3 x-4 x +5 x-4 
Xx? +2x x?*— 3x x?— 2x x? + 6x 
+ 3x+6 — 4x4 12 + 5x- 10 — dx- 24 


Artr+6 x-Tx+ 12 xsim 10 Yy+?2x-2 


En los cuatro ejemplos expuestos se cumplen las siguientes reglas: 


1) El primer término del producto es el producto de los primeros términos de los 
binomios. 
' 2) El coeficiente del segundo término del producto es la suma algebraica de los segun- 
| dos términos de los binomios y en este término la x está elevada a un exponente que 
4 es la mitad del que tiene esta letra en el primer término del producto. 
| 3) El tercer término del producto es el producto de los segundos términos de los bi- 
| | nomios. 


Producto de dos binomios de la forma (mx + a) (nx + b) 


El producto de dos binomios de esta forma, en los cuales los términos en x tienen distintos 
| | coeficientes, puede hallarse fácilmente siguiendo los pasos que se indican en el siguiente 
HI esquema. 

n Sea, hallar el producto de (3x + 5) (4x + 6): 


Ml A —_—_ A A A 


Reduciendo los términos semejantes tenemos: 12x* + 38x +30 R. 


Vi PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES 


1) Multiplicar (x+7)(x— 2). 


Coeficiente del segundo término ................... 7-2=5 
A 17x (2) =-14 
luego  (x+7)x-2)=x"+ 5-14 R. 

2) Efectuar (x — 7)(x— 6). 
Coeficiente del 2" término ................. (7) + (46) =-13 
A es (7) x (-6) = +42 


luego  (x—7)(x-6)=x"- 13x+42 R. 


Los pasos intermedios deben suprimirse y el producto escribirse de manera directa sin las 


operaciones intermedias. 


3) Efectuar (a — 11)(a +9). 


cr 


(a-11)(a+9)=a*-2a-99 R. 


4) Efectuar (2 +7)(? +3). 


— 


bé +7)0+3)=x'+107+21 R. 


Obsérvese que como el exponente de x en el primer término del producto es 4, el expo- 


nente de x en el segundo término es la mitad de 4, o seax?. 


5) Efectuar (x — 12)( — 3). 


bc —12)0*—3) =1"-15 +36 R 


Escribir, por simple inspección, el resultado de: 


1. (a+ 1)(a+2) 7. 3) 1) 13. (1? 1)(n? +20) 
2. (Xx + 2)(x+ 4) 8. (5) +4) 14. (1 +3)(n* - 6) 
3. (x+5)0-2) 9. (a-11)(6+10) 15. (+7) 6) 
4. (m-6)j(m-5) 10. (n—-19(n+10) 16. (a*+8)(a*-1) 
5. (x+7)(x — 3) 11. (a+5)(a?-9) 17. (a—2)(a7 +7) 
5. (x+2)(x—1) 12, (-1)x*-7) 18. (a*+7)(a* -9) 
MISCELÁNEA 

Escribir, por simple inspección, el resultado de: 

1. (x+2) 14, (x+y+1)—y-1) 

2. (x+2)(x+3) 15. (1 -—a)(a +1) 

3. (x+1)00—1) 16. (m—8)(m+12) 

4. («-1y 17. (x*—1)04 + 3) 


5. (n+3)(n+5) 
6. (m-3)(m +3) 


18. (*+6)(- 8) 
19. (5x* +6m*) 


27. (2a*-—5p*y 
28. (a? +12)(a* - 15) 


22. (m*-m+n)(n +m+m?) 


30. (e +7)0 11) 
31. (11—aby? 
32. (y? - 8) y" +6) 


19. (ab +5)(ab - 6) 

20. (xy? - 9) (xy?+12) 
21. (ab? - 1)(ab*+7) 
22. (y 6)00y*+8) 
23. (a*—3)(2" +8) 

24. (a+ 6)(a"*?-5) 


he 
2 
1] 


MW EJEMPLOS 


EJERCICIO 67 


EJERCICIO 68 


— 


7. (a+b-1)(a+b+1) 20. (x*-2)( +5) 33. (a+b)(a —b)(a? —b?) 

a. (1+b) 21. (1-a+bWb-a-1) 34. (+1) 1)0-2) 

9. (a?+4)(a?—4) 22. (4 +0")(2*—b”) 35. (a +3)(a?+9)ía — 3) 

10. (3ab — 5x2)? 23. (x*** —8)p0 +! +9) 36. (x+5)(0— 5)(x? + 1) 

11. (ab + 3)(3 —ab) 24. (ab? + cha bt—c) 37 (a+1)la—1)(a+2)(a-2) 
12. (1 4ax) 25. (2a+x) 38. (a +2)(2— 3)(a — 2)(a +3) 
13. (a? +8)(a?—7) 26. (1 — 11)p*- 2) 
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Il. COCIENTES NOTABLES 


TES NA 


) Se llaman COCIENTES NOTABLES a ciertos cocientes que obedecen reglas fijas y que pue- 


den ser escritos por simple inspección. 


' MENTE p CEDCN A > ( NA . ENAC PFPANTI co 
93 ) COCIENTE DE LA DIFERENCIA DE LOS CUADRADOS DE DOS CANTIDADES 


W EJEMPLOS 


ENTRE LA SUMA O LA DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES 
; 2_p2 qe 
1) Sea el cociente e . Efectuando la división, tenemos: 
a-b 
- 2 
arbla  —p ose NZ¿3p 
2 a+b 
=4-ab___ 
-ab—b? 
+ab + b* 


r "4 2: ¿2 
abi? -—t o sea ato 


Lo anterior nos dice que: 


1) La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por su suma es igual a la 
diferencia de dichas cantidades. 

2) La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por su diferencia es igual 
a la suma de las cantidades. 


1) Dividir 9x? — y? entre 3x + y. 


2) Dividir 1 —x' entre 1 —x?. 


3) Dividir (a + b)? — c? entre (a + b) +c. 
O R 
(a+bj+c : 
1) Dividir 1 — (a +)? entre 1 - (a +m). 
LO AN 
1-(a+n) HayA RA 


vi PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES 


COCIENTE DE LA SUMA O DIFERENCIA DE LOS CUBOS DE DOS CANTIDADES 
ENTRE LA SUMA O DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES 


34.3 
1) Sea el cociente o . Efectuando la división, tenemos: 
2-—ab+b? 
arbi? +b? 
-d db 
ab oO sea 
Pobra? 
ab*+p? 
-ab?-b? 
a 3 
2) Sea el cociente a Efectuando la división, tenemos: 
¿+ abr bt 
ab? HF 
-d+4b 
-dáb+ab 
ab?-b? 
-ab* 4 b? 
Lo anterior nos dice que: 


1) La suma de los cubos de dos cantidades dividida entre la suma de las cantidades 
es igual al cuadrado de la primera cantidad, menos el producto de la primera por la 
segunda, más el cuadrado de la segunda cantidad. 

2) La diferencia de los cubos de dos cantidades dividida entre la diferencia de las canti- 
dades es igual al cuadrado de la primera cantidad, más el producto de la primera por 
la segunda, más el cuadrado de la segunda cantidad. 
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EJERCICIO 69 


ko 


a A. SA 
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y ' 3 
S 1) Dividir 8x?+ y* entre 2x + y 
a 
8x4 y? ¡Y iS 
5 == ayy”, 
MA 
a 2) Dividir 27x* + 125y* entre 3x? + 5y*. 
27x*+125y? BY 3 20 Iva a ORO 
A => 5y + (5y)= 9% - 15 y" + 25y” R. 
3) Dividir 1 — 64a* entre 1 — 4a. 
ie 3 
e . 161” A, 
1) Dividir 8x'? — 729y* entre 2x* - gy? 
8x12729y0 =4x 1 184 81y* R 
2x*-gy? . me . 
Los pasos intermedios deben suprimirse y escribir directamente el resultado final. 
= . 
F= Hallar, por simple inspección, el cociente de: 
o 
2 t+a a +27y? 1+ api x-2y 642? + p? 
o y 5 LA > u= 17. - - 
cc 1+a 2x +3y 1+ab x-3y 4a+b 
> 1-2 27m -125n? 729 -512b* 82 + y? 2 
. — A | 8. == 
o A AO tas IP Po 
2ry 64a? + 343 ar+py e 125 343x" | 
q == 7. 11, =—= 15. 19 [A 
x+y 4a+7 ax +b - 1x0 . 5-7x5 
8a?-1 216-125y* n-mx 27x "+1 +1 
4. =— a Y 16. 20. 
2a —1 6 -5y n —mx 31? +1 n+1 
95 ) COCIENTE DE LA SUMA O DIFERENCIA DE POTENCIAS IGUALES DE DOS 
CANTIDADES ENTRE LA SUMA O DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES 
A 
La división nos da: 
4_ 
E : =4+2b+ab? +b? 
4_54 
IL. TL 2 ¿bra? 
¿Sp a+b 
> =a4+4b+ab? + ab? + 
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a*+b* no es exacta la división 


5 5 
TA e =0-abr aba bet NM 


no es exacta la división 


Lo anterior nos dice que: 
1 


— 


La diferencia de potencias iguales, ya sean pares o impares, es siempre divisible entre la 
diferencia de las bases. 

La diferencia de potencias iguales pares es siempre divisible entre la suma de las 
bases. ; 

La suma de potencias iguales impares es siempre divisible entre la suma de las 
bases. 

La suma de potencias iguales pares nunca es divisible entre la suma ni entre la diferen- 
cia de las bases. 


2 


— 


3 


— 


4 


— 


Los resultados anteriores pueden expresarse abreviadamente de este modo: 


1) a” —b” es siempre divisible entre a — b, siendo n cualquier número entero, ya sea par o 
impar. 

2) a” —b” es divisible entre a + b siendo m un número entero par. 

3) a" +0" es divisible entre a + b siendo m un número entero impar. 

4) a +b" nunca es divisible entre a + b ni entre a — b siendo n un número entero par. 


NOTA 
La prueba de estas propiedades, fundada en el teorema del residuo, en el número 102. 


LEYES QUE SIGUEN ESTOS COCIENTES (os 


Los resultados de |, ll y lll del número anterior, que pueden ser comprobados cada uno de 
ellos en otros casos del mismo tipo, nos permiten establecer inductivamente las siguientes 
leyes: 


1 


pS 


El cociente tiene tantos términos como unidades tiene el exponente de las letras en el 
dividendo. 

El primer término del cociente se obtiene dividiendo el primer término del dividendo 
entre el primer término del divisor y el exponente de a disminuye 1 en cada término. 
El exponente de h en el segundo término del cociente es 1, y este exponente aumenta 
1 en cada término posterior a éste. 

Cuando el divisor es a — bh todos los signos del cociente son + y cuando el divisor es a + 
b los signos del cociente son alternativamente + y —. 


2 


— 


3 


— 


4 


o 
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Y EJEMPLOS 


EJERCICIO 71 


ÁLGEBRA m BALDOR 


1) Hallar el cociente de x? — y” entre x — y. 
Aplicando las leyes anteriores, tenemos: 


= +. j 


Como el divisor es x — y, todos los signos del cociente son +. 


2) Hallar el cociente de m* — n* entre m+n. 


mp? 
men 


Como el divisor es m +1 los signos del cociente alternan. 


=MW-Mn+m05*-m*""+m*"n mn +mn"-pn' R. 


3) Hallar el cociente de x* + 32 entre x + 2. 
Como 32 = 2*, tendremos: 


5 5 
a OA O A 
x+2 x+2 


1) Hallar el cociente de 64a* — 729b* entre 2a + 3b. 
Como 64a* = (2a)* y 729b* = (3b)*, tendremos: 


642% 72908 _ (28) - (3D 
2a+3b 2a+3b 
(28) - (2a)'(3b) + (2a)'(3b) - (2a)*(3b)* + (2a) (3b)' — (8b)" 


) 


" ” o 7NA3j2 + qe ” y NATA? 
= 32a* — 48a'b + 722%? — 1088*b* + 162ab' - 243b* R. 


Hallar, por simple inspección, el cociente de: 


Ey a 0 8 5 5 
El E Mir Mn y 
x-y a-m 1-n x-2 x+3y 
mi+nó ap 18 a +243 16a* - 81b* 
“meo br Maz 3 A 

$5 A 1 Jo 6_ 3996 
ss ets A es: 1% a mi e en a 
Ey min 1- mi 625-x' 1,024x* 1 
5 x+y adapte E pea mjicrios 
ap m-p x=16 mi - 256 51247 + p* 
e a—b di m=n an x-2 SR m-2 yo 2a+b 
A 4 y? pn gy pa xp 9% x">3 dé a -729 


X+y a+xX x+2 x-1 a-3 


an 
— 


PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES 


Hallar el cociente de a'* + b' entre a? + b?. 


En los casos estudiados hasta ahora los exponentes del divisor han sido siempre 1. 
Cuando los exponentes del divisor sean 2, 3, 4, 5, etc., sucederá que el exponente de 
a disminuirá en cada término 2, 3, 4, 5, etc.; la b aparece en el segundo término del 
cociente elevada a un exponente ¡igual al que tiene en el divisor, y este exponente en cada 
término posterior, aumentará 2, 3, 4, 5, etcétera, 


A apt e : ) 
Así, en este caso, tendremos; =4-¿br abi abs be RA. 
a+b? 


donde vemos que el exponente de a disminuye 2 en cada término y el de b aumenta 2 en 
cada término. 


6) Hallar el cociente de x'* — y' entre x? — y?. 


Escribir, por simple inspección, el cociente de: 


6 6 12 1 12 2 20 5 25 
+y a“—-b m*+1 xy a*>+b 
1. e E 10 =—— 13, 
Ary +? m*+1 + y? a+ p? 
8 B 1 2 16 16 21 21 1] 30 
a —b a —x m*-n men a”—-m 
. s A 14. 
AN oe á m'-n* yn men , 2-m 
10 10 15 15 18 18 24 
m*—.n xU+y a"-b xe-1 
3. A UR 12. 
mp Ary A+ x*=1 
MISCELÁNEA 
Escribir el cociente sin efectuar la división: 
x=1 a 32x* + 243y? 1+x" 
4 > 1+a pe 2x+3y Je. x+1 
am +n? 0 16xy*-25m* Ák 25-(a+ 1 pa xo=y2 
2m+n?  dayi+5mP " 54+(a+1) "Ay? 
12 1 yo fx” 9-36x" 
+ E y 13 q sd 3+6x% 
RE 27 ye a e 54x* —343y? xÓ — 256 
4. —_—— 10 === 16. 22. 
x*-3y dy y? 4x?-1y? x-2 
x6— 4gy* atb*- 64x? ap 
5, - A 17. 
47 aby ex a+ p? 
6 3 pe l3 1-a?pto? (a+ x*-y? 
Viae=pE i=abtot (a+ x)-y 
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EJERCICIO 73 


Arquímedes (287-212 a. C.). Elm 
ciencias en los problemas Ge la y 
>. Fue autor de innum 


mbr 


caríruLo VII 


Teorema del residuo 


97 ) 
Un polinomio como x? + 5x? — 3x + 4 es entero porque ninguno de sus términos tiene letras 
en el denominador y es racional porque ninguno de sus términos tiene raíz inexacta. Este es 
un polinomio entero y racional en x y su grado es 3. 
El polinomio a? + 6a' — 3a* + 52? + 8a + 3 es un polinomio entero y racional en a y su 
grado es 5. 


id 


) Vamos a hallar el residuo de la división de 
XxX -—7x +17x— 6 entre x- 3. 


— 323 7 — 
Efectuemos la división: ER 7 A 8 


XAO 
Ax? +17x 
AX 

5x— 6 
0x 415 


Vil TEOREMA DEL RESIDUO 113 


La división no es exacta y el residuo es 9. 
Si ahora, en el dividendo x* — 7x? + 17x — 6 sustituimos la x por 3, tendremos: 
3 -—7(3)?+17(3) -6=27-63+51-6=9 


y vemos que el residuo de dividir el polinomio dado entre x — 3 se obtiene sustituyendo 
en el polinomio dado la x por +3. 


2) Vamos a hallar el residuo de la división de 3x? — 2x? — 18x— 1 entre x + 2. 


Efectuemos la división: 3x? -8x-2 
x+2 131% -2x?-18x-1 
6 

8 —18X 

8 +16x 
—2x-1 
2x+4 
3 

Si ahora, en el dividendo 3x* — 2x? — 18x — 1 sustituimos la x por —2, tendremos: 

3(-2)* - 2(-2) - 18(-2) - 1=-24-8+36-1=3 


y vemos que el residuo de dividir el polinomio dado entre x + 2 se obtiene sustituyendo 
en el polinomio dado la x por —2. 
| Lo expuesto anteriormente se prueba en el 


TEOREMA DEL RESIDUO (os 


| El residuo de dividir un polinomio entero y racional en x entre un binomio de la forma Ej la 
x—a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x por a. Y 


Sa 


Sea el polinomio Ax” + Bx""*+Cx""?+...+Mx+N 


Dividamos este polinomio entre x — a y continuemos la operación hasta que el residuo R 
sea independiente de x. Sea Q el cociente de esta división. 

Como en toda división inexacta el dividendo es igual al producto del divisor por el cociente 
más el residuo, tendremos: 


Ax" + BM Cx M4 + Mx + N=(x—a)0Q +R 
Esta igualdad es cierta para todos los valores de x. Sustituyamos la x por a y tendremos: 
Aa” +Ba""*+Ca"7?%+...+Ma+N=(a-aJQ+R 
Pero (a — a) =0 y (a-ajQ=0 x Q =0; luego, la igualdad anterior se convierte en 
Aa” +Ba"" 4 Ca77?+...4Ma+N=R 


igualdad que prueba el teorema, pues nos dice que A, el residuo de la división, es igual a 
lo que se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x por a, que era lo que queríamos 
demostrar. 


Y EJEMPLOS 


ÁLGEBRA * BALDOR 


NOTA 
Un polinomio ordenado en x suele expresarse abreviadamente por la notación P(x) y el resul- 
tado de sustituir en este polinomio la x por a se escribe P(a). 

Si el divisor es x + a, como x + a =X - (-a), el residuo de la división del polinomio orde- 
nado en x entre x + a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x por —a. 

En los casos anteriores el coeficiente de x en x-a y x+a es 1. Estos binomios pueden 
escribirse 1x —a y 1x+a. 


Sabemos que el residuo de dividir un polinomio ordenado en x entre xa o 1x—a se obtie- 
ne sustituyendo la x por a, o sea, por : y el residuo de dividirlo entre x+ a o 1x+a se obtiene 
sustituyendo la x por —a, o sea por —. 

Por tanto, cuando el divisor sea la forma bx — a, donde b, que es el coeficiente de x, es 
distinto de 1, el residuo de la división se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x por > 


y cuando el divisor sea de la forma bx + a el residuo se obtiene sustituyendo en el polinomio 
dado la x por > 


En general, el residuo de dividir un polinomio ordenado en x entre un binomio de la 
forma bx —a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x por el quebrado que resulta 
de dividir el segundo término del binomio con el signo cambiado entre el coeficiente del 
primer término del binomio. 


1) Hallar, sin efectuar la división, el residuo de dividir x?— 7x + 6 entre x— 4. 
Sustituyendo la x por 4, tendremos: z 
4-7(4)+6=16-28+6=-65 AR. 


2) Hallar, por inspección, el residuo de dividir a? + 5a? + a — 1 entre a + 5. Sustituyendo 
la a por 5, tendremos: 


ESP +55) + (25) -1=-125+125-5-1=-6 R 
3) Hallar, por inspección, el residuo de 2 + 6? — 12x +1 entre 2x + 1. 


Sustituyendo la x por -, tendremos: 
Jo] Ja tros R. 


4) Hallar, por inspección, el residuo de a* — 9a? — 3a + 2 entre 3a — 2. 


Sustituyendo la a por 2, tendremos: 


(2) -o(2) =o(2)+2=00-4-2+2=-2% R. 


— 
a 


Vil TEOREMA DEL RESIDUO 1 


Hallar, sin efectuar la división, el residuo de dividir S 
1. -2+3 entre x-1 1. -27+29-4 entre a=5 - 

2-3 +2x2 entre x+1 800++3+5 entre 2x4 1 o 
3.x—-x+5 entre x-2 9, 127 —21x +90 entre 3x-3 ES 
4. al-52+24?-6 entre a+3 10.15 11 +10x+18 entre 3x+2 . 
5. msm —m*+5 entre m—-4 11. 5-12 + 9x* - 22x +21 entre 5x2 


6 +32 + 4-21 +2 entre x+3 12. 4 +2 -82+4a+1 entre 22+3 


DIVISIÓN SINTÉTICA 


REGLA PRÁCTICA PARA HALLAR EL COCIENTE Y EL RESIDUO 
DE LA DIVISIÓN DE UN POLINOMIO ENTERO EN x ENTRE x—a 


—_ 
— 
o 
> 


x*-2x-3 
1) Dividamos x* — 5x? + 3x + 14 entre x— 3. x-3 [x*-5x*+3x+14 
0 +3x? 

—2x?+3x 

2x? -6x 
—3x +14 
3x— 9 
5 


Aquí vemos que el cociente x? — 2x — 3 es un polinomio en x cuyo grado es 1 menos 
que el grado del dividendo; que el coeficiente del primer término del cociente es igual al 
coeficiente del primer término del dividendo y que el residuo es 5. 

Sin efectuar la división, el cociente y el residuo pueden hallarse por la siguiente regla 
práctica llamada división sintética: 


1) El cociente es un polinomio en x cuyo grado es 1 menos que el grado del divi- 
dendo. 

2) El coeficiente del primer término del cociente es igual al coeficiente del primer 
término del dividendo. 

3) El coeficiente de un término cualquiera del cociente se obtiene multiplicando el 
coeficiente del término anterior por el segundo término del binomio divisor cam- 
biado de signo y sumando este producto con el coeficiente del término que ocupa 
el mismo lugar en el dividendo. 

4) El residuo se obtiene multiplicando el coeficiente del último término del cociente 
por el segundo término del divisor cambiado de signo y sumando este producto 
con el término independiente del dividendo. 


Apliquemos esta regla a la división anterior. Para ello escribimos solamente los coefi- 3 
cientes del dividendo y se procede de este modo: la] 


Divisor x— 3 x— —5x + 3x +14 Dividendo 
(Segundo término +3] 1 -5 +3 +14  Coeficientes 
eden ba lx3= 3 (-2x3=-6 (-3)x3=- 9 

signo cambiado.) LL o a 


ii =2 3 +5 


ÁLGEBRA * BALDOR 


El cociente será un polinomio en x de 2* grado, porque el dividendo es de 3* grado. 

El coeficiente del primer término del cociente es 1, igual que en el dividendo. 

El coeficiente del segundo término del cociente es —2, que se ha obtenido multiplican- 
do el segundo término del divisor con el signo cambiado +3, por el coeficiente del primer 
término del cociente y sumando este producto, 1 x 3 =3, con el coeficiente del término 
que ocupa en el dividendo el mismo lugar que el que estamos hallando del cociente, el 
segundo del dividendo —5 y tenemos —5 + 3 =—2. 

El coeficiente del tercer término del cociente es —3, que se ha obtenido multiplicando 
el segundo término del divisor con el signo cambiado +3, por el coeficiente del segundo 
término del cociente —2 y sumando este producto: (-2) x 3 =-6, con el coeficiente del tér- 
mino que ocupa en el dividendo el mismo lugar que el que estamos hallando del cociente, 
el tercero del dividendo +3 y tenemos +3 — 6 =-3, 

El residuo es 5, que se obtiene multiplicando el coeficiente del último término del 
cociente —3, por el segundo término del divisor cambiado de signo +3 y sumando este 
producto: (-3) x 3 =-9, con el término independiente del dividendo +14 y tenemos 
+14 -9=+5. 

Por lo tanto, el cociente de la división es 


que son el cociente y el residuo que se obtuvieron efectuando la división. 
Con este método, en realidad, lo que se hace es sustituir en el polinomio dado la x 
por +3. 


(Segundo término 
del divisor con el 
signo cambiado.) e Coeficientes del dividendo E 
2) 2 5 +6 4 -105 
2x(-2)= 4 (-9x(-2)=18 24x(-2)=-48 (-52) x (-2)=104 
2 -9 +24 52 -1 


(residuo) 


Como el dividendo es de 4? grado, el cociente es de 3” grado. 


Los coeficientes del cociente son 2, —-9, +24 y —52; luego, el cociente es 


Con este método, hemos sustituido en el polinomio dado la x por —2. 


a A 


vil TEOREMA DEL RESIDUO 


3) Hallar, por división sintética, el cociente y el residuo de dividir 


Como este polinomio es incompleto, pues le faltan los términos en x* y en x?, al escribir 
los coeficientes ponemos 0 en los lugares que debían ocupar los coeficientes de estos 
términos. 

Tendremos: 


+4) 1 +0 16 +0 -22 +81 
4 16 0 0  -808 


1 44 0 D -202  -727 
(residuo) 


Como el dividendo es de 5* grado, el cociente es de 4" grado. 
Los coeficientes del cociente son 1, +4, 0, O y —202; luego, el cociente es 


4) Hallar por división sintética el cociente y el resto de la división de 


S 2x' a H y pos e - 6 entre 2x+ 3 


Pongamos el divisor en la forma x + a dividiendo sus dos términos entre 2 y tendremos 
lx, Ahora bien, como el divisor lo hemos dividido entre 2, el cociente quedará 


multiplicado por 2; luego, los coeficientes que encontremos para el cociente tendremos 
que dividirlos entre 2 para destruir esta operación: 


W 2 —. 4-7 -6 
E AE ll 4 
a Ll Y E == 

(residuo) 


2, 4, +2 y -8 son los coeficientes del cociente multiplicados por 2; luego, para destruir 
esta operación hay que dividirlos entre 2 y tendremos 1, —2, +1 y 4. Como el cociente 
es de tercer grado, el cociente será: 


y el residuo es —2 porque al residuo no le afecta la división del divisor entre 2. 
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1. x'-3x +5 entre x-1 11.53 +4x'- 23-142 entre x+3 
8. x+x'- 12 —x?-4x-2 entre x+4 12. 2 -3x*+7x-—5 entre 2x-1 

9. a-3a+4a—6 entre a—-2 13. 32? —4a? + 54 +6 entre 3a+2 

10. x*— 208x* + 2076 entre x—5 14. 3x* —4x* + 4x? - 10x +8 entre 3x-—1 


15. oi entre 2x+3 


COROLARIOS DEL TEOREMA DEL RESIDUO 


101 ) DIVISIBILIDAD ENTRE x — a 


Y EJEMPLOS 


Un polinomio entero en x que se anula para x = a, o sea, sustituyendo en él la x por a, es 
divisible entre x— a. 


Sea el polinomio entero P(x), que suponemos se anula para x=a, es decir, sustituyendo 
lax por a. Decimos que P(x) es divisible entre x — a. 

En efecto, según lo demostrado en el teorema del residuo, el residuo de dividir un polino- 
mio entero en x entre x — a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x por a; pero por 
hipótesis P(x) se anula al sustituir la x por a, o sea P(a) = 0; luego, el residuo de la división de 
P(x) entre x — a es cero; luego, P(x) es divisible entre x — a. 

Del propio modo, si P(x) se anula para x=-a, P(x) es divisible entre x— (-a) =x + a; si 
P(x) se anula para X =s será divisible entre X + o entre bx — a; si P(x) se anula para x= + 
será divisible entre x-(-2)- x+2 0 entre bx+a 


Recíiprocamente, si P(x) es divisible entre x — a tiene que anularse para x = a, es decir, 
sustituyendo la x por a; si P(x) es divisible entre x + a tiene que anularse para x =-a; si P(x) 
es divisible entre bx — a tiene que anularse para X => y si es divisible entre bx + a tiene que 
anularse para x= «, 


1) Hallar, sin efectuar la división, si x? — 4x? + 7x— 6 es divisible entre x— 2. 
Este polinomio será divisible entre x — 2 si se anula para x =+2. 
Sustituyendo la x por 2, tendremos: 


2-42 +7(2)-6=8-16+14-6=0 
luego es divisible entre x — 2. 


Hallar, por inspección, si x*— 2x?+ 3 es divisible entre x + 1. 
Este polinomio será divisible entre x+ 1 si se anula para x =-1. 
Sustituyendo la x por —1, tendremos: 


1-21 +3=-1-2+3=0 
luego es divisible entre x +1. 


Pa 
— 


TEOREMA DEL RESIDUO 


3) Hallar, por inspección, six* + 2x7 2x? + x— 6 es divisible entre x + 3 y encontrar el 
cociente de la división. 
Aplicaremos la división sintética del número 100 con la cual hallamos simultánea- 
mente el cociente y el residuo, si lo hay. 


Tendremos: Mi EUR EZ dt ER 
-9 +3 3 6 
1 = +1 2 0 


(residuo) 
Lo anterior nos dice que el polinomio se anula al sustituir la x por —3; luego es divi- 
sible entre x + 3. 
El cociente es de tercer grado y sus coeficientes son 1, —1, +1 y —2, luego el co- 
ciente es: 


TSE E 


Por tanto, si el dividendo es x* + 2x — 2x? + x - 6, el divisor x + 3 y el cociente 
Xx +x-2, y la división es exacta, podemos escribir: 


Xx + 2-24 x6=(1+3) (0 -x?+x- 2) 


Condición necesaria para la divisibilidad de un polinomio 
en x entre un binomio de la forma x — a 


Es condición necesaria para que un polinomio en x sea divisible entre un binomio de la forma 
x — a, que el término independiente del polinomio sea múltiplo del término a del binomio, sin 
tener en cuenta los signos. Asi, el polinomio 3x* + 2x* — 6x? + 8x + 7 no es divisible entre 
el binomio x — 3, porque el término independiente del polinomio 7, no es divisible entre el 
término numérico del binomio, que es 3. 

Esta condición no es suficiente, es decir, que aun cuando el término independiente del 
polinomio sea divisible entre el término a del binomio, no podemos afirmar que el polinomio 
en x sea divisible entre el binomio x — a. 


Hallar, sin efectuar la división, si son exactas las divisiones siguientes: 


1. X-x-6 entre x-3 4 ex 5 —7x+8 entre x+3 
2. +4x*-x-—10 entre x+2 5. 4 —8x*+11x— 4 entre 2x-1 
3. 2x" - 5 +71? - 9x +3 entre x— 1 6. 6 +23 —x*+3x+3 entre 3x+1 


Sin efectuar la división, probar que: 
7. a+1es factor de a? — 2a* + 2a+5 
8. x— 5 divide a x? — 6x* + 6x* — 5x* + 2x- 10 
9. 4x— 3 divide a 4x* -7x + 7x?—7x + 3 
10. 3n +2 no es factor de 3n* + 2n* — 3n* — 2n? + 6n +7 
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ÁLGEBRA *= BALDOR 


Sin efectuar la división, hallar si las divisiones siguientes son o no exactas y determinar el cociente en 
cada caso y el residuo, si lo hay: 


11. 22? -22?- 42416 entre a+2 

12. 2-2 +22+2 entre a+1 

13. x'+5x-6 entre x—1 

14. x*- 39x' + 26x* — 52x”+ 29x-— 30 entre x- 6 

15. a —4-a'+42*+2?-82 +25 entre a-4 

16. 16x* — 24x + 371? — 24x +4 entre 4x—1 

17. 15n*+25n* -18n* -18n*+170—11 entre 3n+5 


En los ejemplos siguientes, hallar el valor de la constante k (término independiente del polinomio) 
para que: 

18. 7% — 5x + k sea divisible entre x — 5 

19. X* — 3% + 4x + k sea divisible entre x — 2 

20. 2a* +25a + k sea divisible entre a + 3 

21. 20x*—7x? + 29x + k sea divisible entre 4x + 1 


102 ) DIVISIBILIDAD DE a” +b” y a” — b” ENTRE a +bya—b 


Vamos a aplicar el teorema del residuo a la demostración de las reglas establecidas en el 
número 95. 

Al ser n un número entero y positivo, se verifica: 
1) a” —b” es siempre divisible entre a — b, ya sea n par o impar. 


En efecto, de acuerdo con el teorema del residuo, a” —b” será divisible entre a — b, si 
se anula sustituyendo a por +b. 
Sustituyendo a por +b en a” —b”, tenemos: 


Se anula; luego, a” — b” es siempre divisible entre a —b. 


2) a” +b" es divisible entre a + b sin es impar. 


Al ser n impar, a” + b” será divisible entre a + b si se anula al sustituir a por —b. 
Sustituyendo a por —b en a” + b”, tenemos: 


Se anula; luego, a” +b" es divisible entre a + b siendo n impar, (-b)"=-—b" porque n es 
impar y toda cantidad negativa elevada a un exponente impar da una cantidad negativa. 


3) a” —b” es divisible entre a + b si n es par. 
Al ser n par, a” — b” será divisible entre a + b si se anula al sustituir la a por —b. 


Will TEOREMA DEL RESIDUO 


Sustituyendo la a por —b en a” — b”, tenemos: 


Se anula; luego, a” — b” es divisible entre a + b al ser n par, (—b)” = b” porque n es 
par y toda cantidad negativa elevada a un exponente par da una cantidad positiva. 


4) a” + b” no es divisible entre a + b si n es par. 


Al ser n par, para que a” + b” sea divisible entre a + b es necesario que se anule al 
sustituir la a por —b. 
Sustituyendo la a por —b, tenemos: 


No se anula; luego, a” + b” no es divisible entre a + b cuando n es par. 


5) a” + b” nunca es divisible entre a — b, ya sea n par o impar. 


Al ser n par o impar, para que a” + b” sea divisible entre a — b es necesario que se 
anule al sustituir la a por +b. 
Sustituyendo, tenemos: 


No se anula; luego, a” + b” nunca es divisible entre a — b. 


Diga, por simple inspección, si son exactas las divisiones siguientes y en caso negativo, diga 
cuál es el residuo: 


13 6,6 Ns 5 4_94p4 

4041 E 1 A 9 848 — 0/81 
x—1 x+1 a+b x+2 a-2 2a +3b 
24 7 4 7 6 9 
y + pa de nl E a A a ax +» 


a+b aj “ya x+2 x+2 ayi 


EJERCICIO 77 


Claudio Ptolomeo (100-175 d. C.). El mas sobresaliente de los astró le la ep 
fluencia de dos culturas, Oriente y Occidente, influyo Igualmente sobre ambas. $ geocéntrico domino la Astronomía 


uUrante 1 Jlos hasta la aparición 06€ Copérnico. AUNQue es mas Cor ( Or e bajos, fue uno de los fundadores 


Ú 
de la Tr 2 Sy obra principal. el Alímagest n que se abordar Stones cientificas icha obra utilizó en las 
UNIVErSsIdade 


" caríruLo VIII 
NY Ecuaciones enteras de primer grado 
Y con una incógnita 


" 103 ) G JAD es la expresión de que dos cantidades o expresiones algebraicas tienen el mismo 
j | | valor. 
IN 
un 
UN 3 
ll. = 
IN E a=b+c0 3 =4x +15 
MN a 
Lu 
Mo 
104 ) -CUACIÓN es una igualdad en la que hay una o varias cantidades desconocidas llamadas in- 


cógnitas y que sólo se verifica o es verdadera para determinados valores de las incógnitas. 
Las incógnitas se representan por las últimas letras del alfabeto: x, y z, u, y 
| Así, 5x - 2 —= 17 
es una ecuación, porque es una igualdad en la que hay una incógnita, la x, y esta igualdad 
sólo se verifica, o sea que sólo es verdadera para el valor x= 3. En efecto, si sustituimos la 
x por 3, tenemos: 

5(3) +2=17 osea 17=17 
Si damos a x un valor distinto de 3, la igualdad no se verifica o no es verdadera. 
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La igualdad y? — 5y =-6 es una ecuación porque es una igualdad que sólo se verifica para 
y =2 y y =3. En efecto, sustituyendo la y por 2, tenemos: 


2-5(2) =-6 

4- 10=-46 

- 6=4 
Si hacemos y = 3, tenemos: 

3? — 5(3) =-6 

9- 15=4 

- 6=-6 


Si damos a y un valor distinto de 2 o 3, la igualdad no se verifica. 


IDENTIDAD es una igualdad que se verifica para cualesquiera valores de las letras que (105 
entran en ella. 


Así, (a— by = (a—b)(a —b) 
a -m= (a+ ma —m) 
son identidades porque se verifican para cualesquiera valores de las letras a y b en el primer 
ejemplo y de las letras a y m del segundo ejemplo. 
El signo de identidad es =, que se lee “idéntico a”. 


Así, la identidad de (x + y)? con x? + 2xy + y? se escribe (r+y*=x"+2y+y? y se 


lee (x + y? idéntico a x? + 2xy + y?. 
MIEMBROS (105 


Se llama primer miembro de una ecuación o de una identidad a la expresión que está a la 
izquierda del signo de igualdad o identidad, y segundo miembro, a la expresión que está a 
la derecha. 


Así, en la ecuación 3x-5=2-3 


el primer miembro es 3x — 5 y el segundo miembro 2x — 3, 


TÉRMINOS son cada una de las cantidades que están conectadas con otra por el signo (107 
+ 0-, 0 la cantidad que está sola en un miembro. 


Así, en la ecuación Bx-5=2x-3. 


los términos son 3x, —5, 2x y —3. 

No deben confundirse los miembros de una ecuación con los términos de la misma, 
error muy frecuente en los alumnos. 

Miembro y término son equivalentes sólo cuando en un miembro de una ecuación hay 
una sola cantidad. 


Así, en la ecuación Ak =2x +3 


tenemos que 3x es el primer miembro de la ecuación y también es un término de la ecuación. 
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108 ) CLASES DE ECUACIONES 


Una ecuación numérica es una ecuación que no tiene más letras que las incógnitas, como 


donde la única letra es la incógnita x. 
Una ecuación literal es una ecuación que además de las incógnitas tiene otras letras, que 
representan cantidades conocidas, como 


Una ecuación es entera cuando ninguno de sus términos tiene denominador como en 
los ejemplos anteriores, y es fraccionaria cuando algunos o todos sus términos tienen de- 
nominador, como 


109 ) GRADO de una ecuación con una sola incógnita es el mayor exponente que tiene la incógnita 
en la ecuación. Así, 


son ecuaciones de primer grado porque el mayor exponente de x es 1. 
La ecuación 


es una ecuación de segundo grado porque el mayor exponente de x es 2. Las ecuaciones de 
primer grado se llaman ecuaciones simples o lineales. 


10) RAÍCES O SOLUCIONES de una ecuación son los valores de las incógnitas que verifican 
o satisfacen la ecuación, es decir, que sustituidos en lugar de las incógnitas, convierten la 
ecuación en identidad. 


Así, en la ecuación 


la raíz es 7 porque haciendo x= 7 se tiene 
5(7) - 6 =3(7) + 8, o sea, 29 = 29 


donde vemos que 7 satisface la ecuación. 
Las ecuaciones de primer grado con una incógnita tienen una sola raíz. 


m1 ) RESOLVER UNA ECUACIÓN es hallar sus raíces, o sea el valor o los valores de las incóg- 
nitas que satisfacen la ecuación. 


12) AXIOMA FUNDAMENTAL DE LAS ECUACIONES 


Si con cantidades iguales se verifican operaciones iguales y los resultados serán iguales. 


WII. ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO CON UNA INCÓGNITA 


REGLAS QUE SE DERIVAN DE ESTE AXIOMA 


1 


— 


2) 
3) 
4 


== 


Si a los dos miembros de una ecuación se suma una misma cantidad, positiva o ne- 
gativa, la igualdad subsiste. 

Si a los dos miembros de una ecuación se resta una misma cantidad, positiva o nega- 
tiva, la igualdad subsiste. 

Si los dos miembros de una ecuación se multiplican por una misma cantidad, positiva 
o negaliva, la igualdad subsiste. 

Si los dos miembros de una ecuación se dividen por una misma cantidad, positiva o 
negativa, la igualdad subsiste. 

Si los dos miembros de una ecuación se elevan a una misma potencia o si a los dos 
miembros se extrae una misma raíz, la igualdad subsiste. 
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LA TRANSPOSICIÓN DE TÉRMINOS consiste en cambiar los términos de una ecuación k 113 
de un miembro al otro. 


REGLA 
Cualquier término de una ecuación se puede pasar de un miembro a otro cambiándole 
el signo. 
En efecto: 
1) Sea la ecuación 5x = 2a — b. 


2) 


Sumando b a los dos miembros de esta ecuación, la igualdad subsiste (Regla 1), y ten- 
dremos: 


y como —b + b=0, queda 

5x + bh = 2a 
donde vemos que —b, que estaba en el segundo miembro de la ecuación dada, ha pasado 
al primer miembro con signo +. 


Sea la ecuación 3x + b = 2a. 


Restando hb a los dos miembros de esta ecuación, la igualdad subsiste (Regla 2), y ten- 
dremos: 


y como b - b=0, queda 


3x=2a-b 


donde vemos que +b, que estaba en el primer miembro de la ecuación dada, ha pasado 
al segundo miembro con signo —. 
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114) Términos iguales con signos iguales en distinto miembro de una ecuación, pueden su- 


primirse. 
Así, en la ecuación 


tenemos el término b con signo + en los dos miembros. Este término puede suprimirse, 
quedando: 


x= 2a 
porque equivale a restar b a los dos miembros. 
En la ecuación 
5x—x?=4x-x?+5 
tenemos el término x? con signo —x? en los dos miembros. 


Podemos suprimirlo, y queda 


porque equivale a sumar x? a los dos miembros. 


115 ) CAMBIO DE SIGNOS 


Los signos de todos los términos de una ecuación se pueden cambiar sin que la ecuación 
varíe, porque equivale a multiplicar los dos miembros de la ecuación por —1, con lo cual la 
igualdad no varía (Regla 3). 


Así, si en la ecuación 


multiplicamos ambos miembros por —1, para lo cual hay que multiplicar por —1 todos los 
términos de cada miembro, tendremos: 


2x+3=-X+15 
que es la ecuación dada con los signos de todos sus términos cambiados. 


RESOLUCIÓN DE ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO 
CON UNA INCÓGNITA 


116 ) REGLA GENERAL 


1) Se efectúan las operaciones indicadas, si las hay. 

2) Se hace la transposición de términos, reuniendo en un miembro todos los términos 
que contengan la incógnita y en el otro miembro todas las cantidades conocidas. 

3) Se reducen términos semejantes en cada miembro. 

4) Se despeja la incógnita dividiendo ambos miembros de la ecuación por el coeficiente 
de la incógnita. 


or 


mr 


5. Y -11=-—10+12y 


ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO CON UNA INCÓGNITA 


Resolver la ecuación 3x — 5 =X +3. 
Pasando x al primer miembro y —5 al segundo, cambiándoles los signos, tenemos 
3x—X=3+5. 
Reduciendo términos semejantes: 

2x=8 
Despejando x para lo cual dividimos los 
dos miembros de la ecuación entre 2, ==> y simplificandox=4 R. 
tenemos: - -—— 


VERIFICACIÓN 


La verificación es la prueba de que el valor obtenido para la incógnita es correcto. 

La verificación se realiza sustituyendo en los dos miembros de la ecuación dada la 
incógnita por el valor obtenido, y si éste es correcto, la ecuación dada se convertirá en 
identidad. 


Así, en el caso anterior, haciendo x= 4 en la ecua- r 3(4)-5=4+3 
ción dada tenemos: ] 12-5=43+3 
E 


El valor x= 4 satisface la ecuación. 
Resolver la ecuación 35 — 22x + 6 — 18x = 14 — 30x + 32. 
Pasando —30x al primer miembro y 35 y 6 al segundo: 


—22x — 18x +30x= 14 + 32-35-56 
Reduciendo: 10K=5 
Dividiendo entre —5: dy ==] 


Despejando x para lo cual dividimos ambos miembros entre 2:— => E 


VERIFICACIÓN 
Haciendo x =-— - en la ecuación dada, se tiene: 


35-22/- 1)«6-18(- 


desa 1 
14 30| 232 


35+11+6+9=14+15+32 


61=61 
Resolver las ecuaciones: 
1. 5x=8x- 15 8. 8x—4+3x=7x+x+14 
2. 4x+1=2 9. 8x+9— 12x=4x — 13 — 5x 
3. y-5=3y-25 10. 5y + 6y - 81 =7y + 102 + 65y 
4. 5x+6=10x+5 11. 16+7x-5+x=11x-3-X 


12. 3x+ 101 — 4x— 33= 108 — 16x— 100 


6. 21 —6x=27 — 8x 13. 14— 12x+39x— 18x= 256 — 60x — 657x 


7. 11x + 5x-—1=65x - 36 


14. 8x— 15x— 30x — 51x=53x + 31x — 172 


W EJeMPLOS E 
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RECSOIMICIÓN DE ECNAR 
mn ESOLUCION DE EVLUAL 

DE AGRUPA 
Y UE AGHUFAL 


FAN SIONNE 
LUN SIUNU 


) Resolver 3x — (2x— 1) =7x — (3 —5x) + (-x + 24). 
Suprimiendo los signos de agrupación: 


3xX—2x+1=7x-—3+5x—x+24 
Transponiendo: 3x — 2x — 7x-— 5x+X=-3+24 - 1 
Reduciendo: —10x = 20 


M EJEMPLOS 


, 
tal 


== 
LE 10574 R. 

2) Resolver 5x + (-2x + (=x +6 )) =18 — (—(7x + 6) — (3x— 24)). 

Suprimiendo los paréntesis interiores: 

Xx + [(-2x—X +6) = 18 — [-7x—6-3x+ 24) 

Suprimiendo las llaves: 

5x—2x—Xx+6=18+7x+6-+3x-24 
| 5x— 2x—X—7xX-3xX=18+86-24-6 

J —8x =-6 
Multiplicando por —1: 8x=6 
Dividiendo entre 2: 4x=3 


Resolver las siguientes ecuaciones: 


1. x— (2 +1) =8-— (3x +3) 

2. 15x — 10 =6x-— (x +2) + (-x +3) 

3. (5 — 3x) — (-4x + 6) = (8x + 11) - (3x— 6) 

4. 30x — (-x +6) + (-5x + 4) =-—(5x + 6) + (-8 + 3x) 

5. 15x + (-6x +5) - 2 - (+3) =-(7x +23) -x + (3 — 2x) 
6. 3x + [-5x — (x + 3)] = 8x + (-5x — 9) 

7. 16x — [3x — (6 — 9x)] = 30x + [-(3x + 2) — (x+ 3)] 

8. X— [5 + 3x — (5x — (6 +x))] =-3 

9. 9x— (5x + 1) — (2 + 8x — (7x— 5)) + 9 =0 

10. 71 + [-5x + (-2x + 3)] =25 — [-(3x + 4) — (4x + 3)] 

11. 43x +8 — [-15 + 6x— (3x + 2) — (5x + 4)] - 29) =-5 
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vit! ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO CON UNA INCÓGNITA 


S 
o 


RESOLUCIÓN DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
CON PRODUCTOS INDICADOS 


e 


. 
bh 
A 
— 


1) Resolver la ecuación O 
101% — 9) — 915 — 6x) = 2(4x — 1) +5(1 +2x) = 
Efectuando los productos indicados: Lo 
10x — 90 — 45 + 54x = 8x - 2 +5 + 10x us 
Suprimiendo 10x en ambos miembros por _—90-45 + 54x=8x-—2 + 5 a 
ser cantidades iguales con signos iguales 54x —8x =-2 +5 + 90 +45 
en distintos miembros, queda: 46x = 138 
- 138 _ 
Xx 46 Sh 
VERIFICACIÓN 


Haciendo x = 3 en la ecuación dada, se ¿10(3—9)-9(5- 18) =2(12- 1) +5(1 +6) 
tiene: ——_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_——— 106) - 9-13) = 2(11) + 5(7) 
—60 + 117 =22 +35 
- 3 31 =97 
x= 3 satisface la ecuación. 


2) Resolver 4x — (2x + 3)(3x— 5) = 49 — (6x — 1)(x-2). 


— 


(2x + 3)(8x — 5) = 6x*—x- 15 
(6x — 1)(x — 2) = 6x? - 13x +2 
El signo — delante de los productos indicados en cada miembro de la ecuación nos dice 
que hay que efectuar los productos y cambiar el signo a cada uno de sus términos; luego 
una vez efectuados los productos los introducimos en paréntesis precedidos del signo — 
y tendremos que la ecuación dada se convierte en: 
4x— (6x? —x— 15) = 49 — (6x? - 13x + 2) 
Suprimiendo los paréntesis: ———————+> dx — 6x? + x + 15 =49 — Ex” + 13x—2 
4x+xX-—13x=49-2-15 
—8x = 32 
x=-4 RA, 
3) Resolver (x +1)(x— 2) — (4x — 1)(3x + 5) - 6=8x -— 11(x- 3)(x +7). 
Efectuando los productos indicados: 
*—x-2- (12? + 17x- 5) - 6=8x- 11(x* + 4x - 21) 
Suprimiendo los paréntesis: 
X*-x-2-12?-17x+5-6=8x- 111? - 44x + 231 
En el primer miembro tenemos x? y  -x-2-—17x+5-6=8x- 44x + 231 
—12x? que reducidos dan —11x?, y como  P—x- 17x-8x + 44x=231 + 2-5 +6 
en el segundo miembro hay otro —11x', 18x = 234 
los suprimimos y queda: 234 _ 
sia 13 Ek 


Efectuando los productos indicados: 


k= 
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a Resolver las siguientes ecuaciones: 
O 1.x+3(e-1)=6-4(2x+3) 
S 2 5(x-1)+16(2x +3) =3(2-7)=x 
DO 3.2(3x+3)-4(5x-3)=x(x- vd a 
5 4. 184—7(2x+5)=301 +6(x— 1) 
2 5.7(18—x)-6(3-5x) =-(7x +9) - 3(2:+5) -12 
6. 3x(x— 3) + 5(x +7) —x(x +1) -2(?+7) +4=0 
7. —3(2x +7) + (-5x +6) — 8(1 —2x) - (Y 3) =0 
EN 8. (3x— 4)(4x — 3) = (6x — 4)(2x — 
9. (4— 5x)(4x — 5) = (10: 3)(7 — 
Ñ Me A 
11. (x- 2) (3-x)= 
! 12, 14 (6x— e =tEo ea 
' 13. (x— 2) +x(x — 3) = 3(1 + 4)(x — 3) - Koa 1)+2 
| ll 14. (8x1)? 5(x-2) - MN +2)M—1)=0 
| E e 3) + 4Gr — 5141) = 41? 12 
1 18. 5% 2) 5043) + (2 a )-10x?=0 
A 17. x 7-5 + 15=x(x 3) 14 +5(0- oo 2%) 
| 18, 35 +2) — 6(3x + 4)(x— 1) — see DO 2)=0 
ho 19. 7(x— 4) e er dol 1-2 
J =) fe 
I 20. 5(1—x)*— 6(x? — 3x — 7) =x(% — 3) — 2x(x + 5) - 2 
Ñl 
WS mscedinen 
| S Resolver las siguientes ecuaciones: 
= 1. 14x — (3x2) - [Sx+2- (x— 1]=0 
E A a al - [-(8x+1)] 
= + 
dd +31) = 3 + 2 y Car) 


| 5- de lod ad 1)- 41) =0 

| 6. 3(2x + 1)(-x + 3) — (2x + 5) ao A 
7. (+ 1)(x + 2)(x — 3) = (x— 2)(x + 1)(x + 1) 

| e dis («+ 4)(x + 4)(x-4) + 7 

| 9. (+1) (3) 
as 3h 1 1)+3 
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caíruLo IX 


Problemas sobre ecuaciones enteras 
de primer grado con una incógnita 


La suma de las edades de A y £ es 84 años, y B tiene 8 años menos que A. Hallar ambas Á 118 


edades. 
OO! 
Sea Xx =edad de A E : 


Como B tiene 8 años menos que A: x-—8=edad de B 
La suma de ambas edades es 84 años; luego, tenemos la ecuación: x+x-—8=84 


Resolviendo: x+Xx=84+8 


| La edad de 8 será: x-8=46-8=38 años R. 


La verificación en los problemas consiste en ver si los resultados obtenidos satisfacen 
las condiciones del problema. 

Así, en este caso, hemos obtenido que la edad de B es 38 años y la de 4 46 años; luego, 
se cumple la condición dada en el problema de que B tiene 8 años menos que A y ambas 
edades suman 46 + 38 = 84 años, que es la otra condición dada en el problema. 
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Luego los resultados obtenidos satisfacen las condiciones del problema. 


19) Pagué $870 por un libro, un traje y un sombrero. El sombrero costó $50 más que el libro 
y $200 menos que el traje. ¿Cuánto pagué por cada cosa? 


Sea X = precio del libro 
Como el sombrero costó $50 más que el libro: 


El sombrero costó $200 menos que el traje; luego el traje costó $200 más que el som- 
brero: 


Como todo costó $870, la suma de los precios del libro, traje y sombrero tiene que ser 
igual a $870; luego, tenemos la ecuación: 


Resolviendo: 3x + 300 =870 
3x = 870 — 300 
3x =570 
x= 32 - $190, precio del bro R. 
x +50 = 190 +50 = $240, precio del sombrero R. 
Xx + 250 = 190 + 250 = $440, precio del traje R. 


120 ) La suma de tres números enteros consecutivos es 156. Hallar los números. 


Sea X= número menor 
x= 1 = número intermedio 
x+2 =número mayor 


Como la suma de los tres números es 156, se tiene la ecuación: x+x+1-+x+2= 156. 
Resolviendo: 3x+3=156 


e P = 51, número menor R. 
x+1=51+1=52, número intermedio R. 


x+2=51 +2=53, número mayor R. 


NOTA 
Si designamos por x el número mayor, el número intermedio sería x— 1 y el menor x— 2. 
Si designamos por x el número intermedio, el mayor sería x + 1 y el menorx—1. 
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1. La suma de dos números es 106 y el mayor excede al menor en 8. Hallar los números. 
2. La suma de dos números es 540 y su diferencia 32. Hallar los números. 
3. Entre A y B tienen $1,154 y B tiene $506 menos que A. ¿Cuánto tiene cada uno? 
4. Dividir el número 106 en dos partes tales que la mayor exceda a la menor en 24. 
5. Atiene 14 años menos que B y ambas edades suman 56 años. ¿Qué edad tiene cada uno? 
6. Repartir $1,080 entre 4 y B de modo que A reciba $1,014 más que 8. 
7. Hallar dos números enteros consecutivos cuya suma sea 103. 
8. Tres números enteros consecutivos suman 204. Hallar los números. 
9. Hallar cuatro números enteros consecutivos cuya suma sea 74. 
10. Hallar dos números enteros pares consecutivos cuya suma sea 194. 
1. Hallar tres números enteros consecutivos cuya suma sea 186. 


12. Pagué $32,500 por una sala, un comedor y una mesa de centro. La sala costó $8,000 más que el 
comedor y la mesa de centro $2,500 menos que el comedor. Hallar los precios respectivos. 

13. La suma de tres números es 200. El mayor excede al del medio en 32 y al menor en 65. Hallar los 
números. 

14, Tres cestos contienen 575 manzanas. El primer cesto tiene 10 manzanas más que el segundo y 15 
más que el tercero. ¿Cuántas manzanas hay en cada cesto? 

15. Dividir 454 en tres partes sabiendo que la menor es 15 unidades menor que la del medio y 70 
unidades menor que la mayor. 

16. Repartir $310 entre tres personas de modo que la segunda reciba $20 menos que la primera y $40 
más que la tercera. 

17. La suma de las edades de tres personas es 88 años. La mayor tiene 20 años más que la menor y 
la del medio 18 años menos que la mayor. Hallar las edades respectivas, 

18. Dividir 642 en dos partes tales que una exceda a la otra en 36. 


EJERCICIO 82 


- 


La edad de A es doble que la de B, y ambas edades suman 36 años. Hallar ambas edades. k 121 
Sea x=edad de B El! 


Como, según las condiciones, la edad de A es doble que la de B, tendremos: 


Como la suma de ambas edades es 36 años, se tiene la ecuación: 


Resolviendo: 3x = 36 
x=12 años, edaddeB R. 
2x =24 años, edad de A R. 
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12) Se compró una sala, un comedor y una mesa de centro por $35,000. La sala costó el triple 


de la mesa de centro y el comedor el doble de lo que costó la sala. Hallar el costo de la 
sala, el comedor y la mesa de centro. 


Sea Xx = costo de la mesa de centro 


Como la sala costó el triple de la mesa de centro: 3x = costo de la sala. 
Como el comedor costó el doble de la sala: 6x = costo del comedor. 
Como la mesa de centro, la sala y el comedor costaron $35,000, se tiene la ecuación 


Resolviendo: 10x = 35,000 
35,000 
10 

3x = 3 x $3,500 = $10,500, costo de la sala R. 
6x = 6 x $3,500 = $21,000, costo del comedor R. 


X= = $53,500, costo de la mesa de centro R. 


123) Repartir $180,000 entre A, B y C de modo que la parte de A sea la mitad de la de B y un 


EJERCICIO 83 


tercio de la de €. 


Si la parte de A es la mitad de la de B, la parte de B es el doble que la de 4; y si la parte 
de A es un tercio de la de C, la parte de C es el triple de la de 4. 


Entonces sea: X= parte de A 
2x = parte de B 
3x = parte de C 


Como la cantidad repartida es 5180,000, la suma de las partes de cada uno tiene que ser 
igual a $180,000; luego, tendremos la ecuación: — x+ : 


Resolviendo:  6x=180,000 
iS e = $30,000, parte de A R. 


2x = $60,000, parte de BR. 
3x = $90,000, parte de CR. 


- 


. La edad de Pedro es el triple de la de Juan y ambas edades suman 40 años. Hallar ambas edades. 


Se compró una impresora y un cartucho de tinta por $600. Si la impresora costó 4 veces lo que el 

cartucho, ¿cuánto costó la impresora y cuánto el cartucho? 

. En un hotel de 2 pisos hay 48 habitaciones. Si las habitaciones del segundo piso son la mitad de 
las del primero, ¿cuántas habitaciones hay en cada piso? 

. Repartir $300 entre A, B y C de modo que la parte de B sea doble que la de A y la de C el triple de 

la de A, 


. Repartir $133 entre A, B y C de modo que la parte de A sea la mitad de la de B y la de C doble de 
la de B. 


1 


IX PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO CON ... 


6. El mayor de dos números es 6 veces el menor y ambos números suman 147. Hallar los números. 
7. Repartir $140 entre A, B y C de modo que la parte de B sea la mitad de la de A y un cuarto de la de C. 
8. Dividir el número 850 en tres partes de modo que la primera sea el cuarto de la segunda y el quinto 
de la tercera. 
9. El doble de un número equivale al número aumentado en 111, Hallar el número. 
10. La edad de María es el triple de la de Rosa más quince años y ambas edades suman 59 años. Hallar 
ambas edades. 
11. Si un número se multiplica por 8 el resultado es el número aumentado en 21. Hallar el número, 
12. Si al triple de mi edad añado 7 años, tendria 100 años, ¿qué edad tengo? 
13. Dividir 96 en tres partes tales que la primera sea el triple de la segunda y la tercera igual a la suma 
de la primera y la segunda. 
14. La edad de Enrique es la mitad de la de Pedro; la de Juan el triple de la de Enrique y la de Eugenio 
el doble de la de Juan. Si las cuatro edades suman 132 años, ¿qué edad tiene cada uno? 
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La suma de las edades de A, B y C es 69 años. La edad de A es doble que la B y 6 años k 124 


mayor que la de C. Hallar las edades. 


Sea Xx =.edad de B 
2x = edad de A 


Si la edad de A es 6 años mayor que la de C, la edad de C es 6 años menor que la de A; 
luego, 2x — 6 = edad de C. 
Como las tres edades suman 69 años, tendremos la ecuación: x 


Resolviendo: 5x—6=69 


ds e =15 años, edad de B_ A. 


2x =30 años, edad de A R. 
2x-6=24 años, edad de C R. 


1. Dividir 254 en tres partes tales que la segunda sea el triple de la primera y 40 unidades mayor que 
la tercera, 

2. Entre A, B y C tienen $130. C tiene el doble de lo que tiene A y $15 menos que B. ¿Cuánto tiene 
cada uno? 

3. La suma de tres números es 238. El primero excede al doble del segundo en 8 y al tercero en 18. 
Hallar los números. 

4. Una persona compró un traje, una camisa y una corbata por $259. El traje costó 8 veces lo que la 
corbata y la camisa $30 menos que el traje. Hallar los precios respectivos, 
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5. La suma de tres números es 72. El segundo es z del tercero y el primero excede al tercero en 6. 
Hallar los números. 
6. Entre A y B tienen $99. La parte de B excede al triple de la de 4 en $19. Halla la parte de cada uno. 


7. Una varilla de 74 cm de longitud se ha pintado de azul y blanco. La parte pintada de azul excede en 
14 cm al doble de la parte pintada de blanco. Hallar la longitud de la parte pintada de cada color. 


8. Repartir $152 entre A, B y C de modo que la parte de B sea $8 menos que el doble de la de A y 
$32 más que la de C. 
9. El exceso de un número sobre 80 equivale al exceso de 220 sobre el doble del número. Hallar el 
número. 
10. Si me dieran $60 tendría el doble de lo que tengo ahora más $10. ¿Cuánto tengo? 
11. El asta de una bandera de 9.10 m de altura se ha partido en dos. La parte separada tiene 80 cm 
menos que la otra parte. Hallar la longitud de ambas partes del asta. 
12. Las edades de un padre y su hijo suman 83 años. La edad del padre excede en 3 años al triple de 
la edad del hijo. Hallar ambas edades. 
13. En una elección en que había 3 candidatos A, 8 y C se emitieron 9,000 votos. B obtuvo 500 votos 
menos que A y 800 votos más que C. ¿Cuántos votos obtuvo el candidato triunfante? 


14, El exceso de 8 veces un número sobre 60 equivale al exceso de 60 sobre 7 veces el número. Hallar 
el número. 


15. Preguntado un hombre por su edad, responde: Si al doble de mi edad se quitan 17 años se tendría 
lo que me falta para tener 100 años. ¿Qué edad tiene el hombre? 


125 ) Dividir 85 en dos partes tales que el triple de la parte menor equivalga al doble de la mayor. 


Sea X= la parte menor 
85 — x= la parte mayor 


El problema me dice que el triple de la parte menor, 3x, equivale al doble de la parte ma- 


yor, 2(85 — x); luego, tenemos la ecuación — 3x=2(85-x). 
Resolviendo: 3x =170-— 2x 
3x + 2x= 170 
5x=170 
170 
5 


X= =34, parte menor R. 


85 —Xx=85-34 =51, parte mayor R. 


) Entre A y B tienen $81. Si A pierde $36, el doble de lo que le queda equivale al triple de lo 


que tiene 8 ahora. ¿Cuánto tiene cada uno? 


Sea X= número de pesos que tiene A 
81 — x= número de pesos que tiene B 


; 


j 
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SIA pierde $36, se queda con $(x — 36) y el doble de esta cantidad 2(x— 36) equivale al 
triple de lo que tiene B ahora, o sea, al triple de 81 — x; luego tenemos la ecuación: 


2(x- 36) = 3(81 —x)- 
Resolviendo: 2x —72= 243 — 3x 
2x+ 3x=243 +72 
5x=315 


x= > =$63, lo que tiene A R. 
81 -x=81-—63=$18, lo que tiene B R. 


1. La suma de dos números es 100 y el doble del mayor equivale al triple del menor. Hallar los nú- 
meros. 
2. Las edades de un padre y su hijo suman 60 años. Si la edad del padre se disminuyera en 15 años 
se tendría el doble de la edad del hijo. Hallar ambas edades, 
3. Dividir 1,080 en dos partes tales que la mayor disminuida en 132 equivalga a la menor aumentada 
en 100. 
4, Entre A y B tienen $150. SiA pierde $46, lo que queda equivale a lo que tiene B. ¿Cuánto tiene cada 
uno? 
5. Dos ángulos suman 1802 y el doble del menor excede en 45% al mayor. Hallar los ángulos. 
6, La suma de dos números es 540 y el mayor excede al triple del menor en 88. Hallar los números. 
7. La diferencia de dos números es 36. Si el mayor se disminuye en 12 se tiene el cuádruple del 
menor. Hallar los números. 
8. Un perro y su collar han costado $54, y el perro costó 8 veces lo que el collar. ¿Cuánto costó el 
perro y cuánto el collar? 
9. Entre A y B tienen $84. Si A pierde $16 y B gana $20, ambos tienen lo mismo. ¿Cuánto tiene cada 
uno? 
10, En una clase hay 60 alumnos entre jóvenes y señoritas. El número de señoritas excede en 15 al 
doble de los jóvenes, ¿Cuántos jóvenes hay en la clase y cuántas señoritas? 
11. Dividir 160 en dos partes tales que el triple de la parte menor disminuido en la parte mayor equi- 
valga a 16. 
12. La suma de dos números es 506 y el triple del menor excede en 50 al mayor aumentado en 100. 
Hallar los números. 
13. Una pluma y un lapicero costaron $18. Si la pluma hubiera costado $6 menos y el lapicero $4 más, 
habrían costado lo mismo. ¿Cuánto costó cada uno? 
14. Una varilla de 84 cm de longitud está pintada de rojo y negro, La parte roja es 4 cm menor que la 
parte pintada de negro. Hallar la longitud de cada parte. 
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) La edad de A es el doble de la de 8 y hace 15 años la edad de A era el triple de la de B. 


Hallar las edades actuales. 


Sea X =número de años que tiene B ahora 
2x = número de años que tiene A ahora 


Hace 15 años, la edad de A era 2x — 15 años y la edad de B era (x — 15) años y como 
el problema dice que la edad de A hace 15 años, (2x — 15,) era igual al triple de la edad de B 
hace 15 años o sea el triple de x— 15, tendremos la ecuación: 


Resolviendo: 2x—15=3x-— 45 
2x -3x=-45+15 
Xx =-30 
x= 30 años, edad actual de BR. 
2x =60 años, edad actual de A R. 


) La edad de A es el triple de la de B y dentro de 20 años será el doble. Hallar las edades 


actuales. 


Sea x= número de años que tiene 8 ahora 
3x = número de años que tiene A ahora 


Dentro de 20 años, la edad de A será (3x + 20) años y la de B será (x + 20) años. El pro- 
blema me dice que la edad de A dentro de 20 años, 3x + 20, será igual al doble de la edad de 
B dentro de 20 años, o sea, igual al doble de x + 20; luego, tendremos la ecuación: 


Resolviendo: 3x +20 =2x +40 
3x — 2x =40-—20 

x=20 años, edad actual de BR. 

3x = 60 años, edad actual de A R. 


1. La edad actual de 4 es el doble que la de B, y hace 10 años la edad de A era el triple de la de B. 
Hallar las edades actuales. 


2. La edad de A es el triple que la de B y dentro de 5 años será el doble, Hallar las edades actuales. 


3. A tiene doble dinero que 8. Si A pierde $10 y B pierde $5, A tendrá $20 más que B. ¿Cuánto tiene 
cada uno? 


4. Atiene la mitad de lo que tiene B. Si A gana $66 y B pierde $90, A tendrá el doble de lo que le quede 
aB. ¿Cuánto tiene cada uno? 
5. En una clase el número de señoritas es A del número de varones. Si ingresaran 20 señoritas y de- 


jaran de asistir 10 varones, habría 6 señoritas más que varones. ¿Cuántos varones hay y cuántas 
señoritas? 
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6. La edad de un padre es el triple de la edad de su hijo. La edad que tenía el padre hace 5 años era 
el doble de la edad que tendrá su hijo dentro de 10 años. Hallar las edades actuales. 

7. La suma de dos números es 85 y el número menor aumentado en 36 equivale al doble del mayor 
disminuido en 20. Hallar los números. 

8. Enrique tiene 5 veces lo que tiene su hermano. Si Enrique le diera a su hermano $50, ambos ten- 
drían lo mismo. ¿Cuánto tiene cada uno? 

9. Una persona tiene $1,400 en dos bolsas. Si de la bolsa que tiene más dinero saca $200 y los pone 
en la otra bolsa, ambas tendrian igual cantidad de dinero. ¿Cuánto tiene cada bolsa? 

10. El número de días que ha trabajado Pedro es 4 veces el número de días que ha trabajado Enrique. 
Si Pedro hubiera trabajado 15 días menos y Enrique 21 días más, ambos ambos habrían trabajado 
igual número de días. ¿Cuántos días trabajó cada uno? 

11. Hace 14 años la edad de un padre era el triple de la edad de su hijo y ahora es el doble. Hallar las 
edades respectivas de hace 14 años. 

12. Dentro de-22 años la edad de Juan será el doble de la de su hijo y actualmente es el triple. Hallar 
las edades actuales. 

13. Entre A y B tienen $84. Si A gana $80 y B gana $4, A tendrá el triple de lo que tenga B. ¿Cuánto 
tiene cada uno? 


Una escuela compró el doble de pizarrones que de proyectores. Por cada pizarrón pagó k 


$7,000 y por cada proyector $8,500. Si el importe de la compra fue de $270,000, ¿cuán- 
tos pizarrones y proyectores compró? 
Sea x= número de proyectores 
2x = número de pizarrones 


Si compró x proyectores y cada uno costó $8,500, los x proyectores costaron $8,500x y 
si compró 2x pizarrones y cada uno costó $7,000, los 2x pizarrones costaron $7,000 x 2x = 
$14,000x. 

Como el importe total de la compra fue de $270,000, tendremos la ecuación: 


500x + 14,000x = 270,000 


Resolviendo: 22,500x = 270,000 
_ 270,000 
22,500 


X = 12, número de proyectores R. 


2x= 2x 12 =24, número de pizarrones R, 


Se compraron 96 cartuchos de tinta negra y de colores. Los de tinta negra costaron $65 
cada uno y los de colores $80 cada uno. Si el importe de la compra fue de $6,930, ¿cuán- 
tos cartuchos de tinta negra y de colores se compraron? 
Sea X= número de cartuchos de tinta de colores 
96 — x = número de cartuchos de tinta negra 


Si se compraron x cartuchos de tinta de colores y cada uno costó $80, los x cartuchos 
de tinta de colores costaron $80x. 
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Si se compraron 96 — x cartuchos de tinta negra y cada uno costó $65, los 96 — x cartu- 


chos de tinta negra costaron $65(96 — x). 


me 


Como el importe de la compra fue de $6,930, tendremos la ecuación: 


Resolviendo: 


80x + 6,240 — 65x = 6,930 
80x — 65x = 6,930 — 6,240 
15x = 690 
_ 690 
15 
96 — x = 96 - 46 = 50, número de cartuchos de tinta negra R, 


Xx = 46, número de cartuchos de tinta de colores R. 


. Compré el doble de corbatas que de trajes por $702. Cada corbata costó $2 y cada traje $50. 


¿Cuántas corbatas y cuántos trajes compré? 


. Una compañía compró computadoras de escritorio y portátiles por $40,000. Por cada computa- 


dora de escritorio pagó $600 y por cada computadora portátil $800. Si adquirió 6 computadoras 
portátiles menos que de escritorio, ¿cuántas computadoras de cada tipo compró? 


. Un padre plantea 16 problemas a su hijo con la condición de que por cada problema que resuelva 


el muchacho recibirá $12 y por cada problema que no resuelva perderá $5. Después de trabajar en 
los problemas, el muchacho recibe $73. ¿Cuántos problemas resolvió y cuántos no? 


4. Un capataz contrata un obrero por 50 días pagándole $30 diarios con la condición de que por cada 


10. 


día que el obrero deje de asistiral trabajo perderá $20. Al cabo de los 50 días el obrero recibe $900. 
¿Cuántos días trabajó y cuántos no? 

Un comerciante compró 35 trajes de $300 y $250. Si pagó portodos $10,150, ¿cuántos trajes de 
cada precio compró? 

Un comerciante compró trajes de dos calidades por $1,624. De los de mayor calidad compró 32 
trajes y de los de menor calidad 18. Si cada traje de los de mayor calidad costó $7 más que cada 
uno de los de menor calidad, ¿cuánto cuesta un traje de cada calidad? 


. Un muchacho compró el triple de lápices que de cuadernos. Cada lápiz le costo $5 y cada cuader- 


no $6. Si por todo pagó $147, ¿cuántos lápices y cuadernos compró? 

Pagué $58,200 por cierto número de sacos de azúcar y frijoles. Cada saco de azúcar cuesta $500 
y cada saco de frijoles $600. Si el número de sacos de frijoles es el triple del número de sacos de 
azúcar más 5, ¿cuántos sacos de azúcar y frijoles compré? 


. Compré 80 pies cúbicos de madera por $6,840. La madera comprada es cedro y caoba. Cada 


pie cúbico de cedro costó $75 y cada pie cúbico de caoba $90. ¿Cuántos pies cúbicos adquirí de 
cedro y de caoba? 

Dividir el número 1,050 en dos partes tales que el triple de la parte mayor disminuido en el doble 
de la parte menor equivalga a 1,825. 
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Dividir 196 en tres partes tales que la segunda sea el doble de la primera y la suma de las primeras 
exceda a la tercera en 20. 


. La edad de A es el triple que la de B y hace 5 años era el cuádruple de la de B. Hallar las edades 


actuales. 


. Un comerciante adquiere 50 trajes y 35 pares de zapatos por $16,000. Cada traje costó el doble de 


lo que costó cada par de zapatos más $50. Hallar el precio de cada traje y cada par de zapatos. 


. Seis personas iban a comprar una casa contribuyendo por partes iguales, pero dos de ellas desis- 


tieron del negocio y entonces cada una de las restantes tuvo que poner $20,000 más. ¿Cuál es el 
valor de la casa? 


. La suma de dos números es 108 y el doble del mayor excede al triple del menor en 156. Hallar los 


números. 


. El largo de un buque, que es 461 pies, excede en 11 pies a 9 veces el ancho. Hallar el ancho, 
. Tenía $85. Gasté cierta suma y lo que me queda es el cuádruple de lo que gasté. ¿Cuánto gasté? 
. Hace 12 años la edad de A era el doble de la de B y dentro de 12 años, la edad de A será 68 años 


menos que el triple de la de B. Hallar las edades actuales. 


. Tengo $1.85 en monedas de 10 y 5 centavos. Si en total tengo 22 monedas, ¿cuántas son de 10 


centavos y cuántas de 5 centavos? 


Si a un número se resta 24 y la diferencia se multiplica por 12, el resultado es el mismo que si al 
número se resta 27 y la diferencia se multiplica por 24. Hallar el número. 


Una compañía compró 35 ventiladores. Si hubiera comprado 5 ventiladores más por el mismo 
precio, cada ventilador le costaría $100 menos. ¿Cuánto pago por cada ventilador? 


12. El exceso del triple de un número sobre 55 equivale al exceso de 233 sobre el número. Hallar el 


13. 


14. 


15. 


16. 
17. 


-) 


1 


19, 


número. 
Hallar tres números enteros consecutivos, tales que el doble del menor más el triple del mediano 
más el cuádruple del mayor equivalga a 740. 


Un hombre ha recorrido 150 kilómetros. En auto recorrió una distancia triple que a caballo y a pie, 
20 kilómetros menos que a caballo. ¿Cuántos kilómetros recorrió de cada modo? 


Un hombre deja una herencia de $16,500,000 para repartir entre 3 hijos y 2 hijas, y manda que 
cada hija reciba $2,000,000 más que cada hijo. Hallar la parte de cada hijo e hija. 


La diferencia de los cuadrados de dos números enteros consecutivos es 31, Hallar los números. 


La edad de A es el triple de la de B, y la de B es 5 veces la de C. B tiene 12 años más que C. ¿Qué 
edad tiene cada uno? 


. Dentro de 5 años la edad de A será el triple de la de B, y 15 años después la edad de A será el doble 


de la de B. Hallar las edades actuales. 


El martes gané el doble de lo que gané el lunes; el miércoles el doble de lo que gané el martes; el 
jueves el doble de lo que gané el miércoles; el viernes $30 menos que el jueves y el sábado $10 
más que el viernes. Si en los 6 días he ganado $911, ¿cuánto gané cada día? 


ta 
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20. Hallar dos números cuya diferencia es 18 y cuya suma es el triple de su diferencia. 


21. Entre A y B tienen $36. Si A perdiera $16, lo que tiene B sería el triple de lo que le quedaría a A. 
¿Cuánto tiene cada uno? 

22. A tiene el triple de lo que tiene B, y B el doble de lo de C. Si A pierde $1 y B pierde $3, la diferencia 
de lo que les queda aA y a B es el doble de lo que tendría C si ganara $20. ¿Cuánto tiene cada uno? 

23. Cinco personas compraron una tienda contribuyendo por partes iguales. Si tuvieran 2 socios más, 
cada uno pagaría $800,000 menos. ¿Cuánto costó la tienda? 

24. Una persona compró dos libros y pagó por ambos $120. Si el libro de menor precio hubiera cos- 
tado $15 más y el de mayor precio habría costado el doble, ¿cuánto costó cada libro? 

25. A y B empiezan a jugar con $80 cada uno. ¿Cuánto ha perdido A si B tiene ahora el triple de lo que 
tiene 4? 

26. A y B empiezan a jugar teniendo A doble dinero que 8. A pierde $400 y entonces B tiene el doble 
de lo que tiene A. ¿Con cuánto empezó a jugar cada uno? 

27. Compré el cuádruple de lápices que de plumas. Si hubiera comprado 5 lápices más y 5 plumas 
más tendría el triple de lápices que de plumas. ¿Cuántos lápices y cuántas plumas compré? 

28. Cada día, de lunes a jueves, gano $60 más que lo que gané el día anterior. Si el jueves gano el 
cuádruple de lo del lunes, ¿cuánto gano cada día? 

29. Tenía cierta suma de dinero. Ahorré una suma igual a lo que tenía y gasté $50; luego ahorré una 
suma igual al doble de lo que me quedaba y gasté $390. Si ahora no tengo nada, ¿cuánto tenía al 
principio? 

30. Una sala tiene doble largo que ancho. Si el largo se disminuye en 6 m y el ancho se aumenta en 4 
m, la superficie de la sala no varía. Hallar las dimensiones de la sala. 

31. Hace 5 años la edad de un padre era tres veces la de su hijo y dentro de 5 años será el doble. ¿Qué 
edades tienen ahora el padre y el hijo? 

32. Dentro de 4 años la edad de A será el triple de la de B, y hace 2 años era el quíntuple. Hallar las 
edades actuales. 
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capítulo X 


Descomposición factorial 


1 
| 
A 131 ' 
Se llaman factores o divisores de una expresión algebraica a las expresiones algebraicas que Se ! 


multiplicadas entre sí dan como producto la primera expresión. El 
Así, multiplicando a por a + b tenemos: 


a y a + b, que multiplicadas entre sí dan como producto a? + ab, son factores o divisores de 
a +ab. 
Del propio modo, (+2) +3) =x?+ 5x +6 


luego, x + 2 y x +3 son factores de x* + 5x + 6. 


JESCO! NER EN FACTORES O FACT A una expresión algebraica es convertirla 4 132 
en el producto indicado de sus factores. 


AONOMIO 4 133 


Los factores de un monomio se pueden hallar por simple inspección. Así, los factores de 
15ab son 3, 5, a y b. Por tanto: 
15ab=3-5ab 
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134 ) FACTORIZAR UN POLINOMIO 


SS No todo polinomio se puede descomponer en dos o más factores distintos de 1, pues del 

a1* mismo modo que, en Aritmética, hay números primos que sólo son divisibles entre ellos mis- 
mos y entre 1, hay expresiones algebraicas que sólo son divisibles entre ellas mismas y 
entre 1, y que, por tanto, no son el producto de otras expresiones algebraicas. Así a + b no 
puede descomponerse en dos factores distintos de 1 porque sólo es divisible entre a + b y 
entre 1. 


En este capítulo estudiaremos la manera de descomponer polinomios en dos o más 
factores distintos de 1. 


CASO | 


CUANDO TODOS LOS TÉRMINOS DE UN POLINOMIO 
TIENEN UN FACTOR COMUN 


OS a) Factor común monomio. 


1. Descomponer en factores a*+ 2a. 
Los factores a? y 2a contienen en común a. Escribimos el factor común a como 
coeficiente de un paréntesis; dentro del paréntesis escribimos los cocientes de dividir 
2 -+a=ay?2a + a=2, y tendremos: 


2. Descomponer 10b — 30ab?. 
Los coeficientes 10 y 30 tienen los factores comunes 2, 5 y 10. Tomamos 10 por- 
que siempre se saca el mayor factor común. De las letras, el único factor común es 
b porque está en los dos términos de la expresión dada y la tomamos con su menor 


exponente b. 
El factor común es 10b. Lo escribimos como coeficiente de un paréntesis y den- 
tro ponemos los cocientes de dividir 10b + 10b=1 y -30ab*? +10b =-3ab y tendre- 


mos: 


3. Descomponer 10a?-—5a + 154”, 
El factor común es 5a. Tendremos: 


4. Descomponer 18mxy? — 54m*x*y? + 36my?. 
El factor común es 18my”. Tendremos: 


5. Factorizar 6xy* — 9nx*y* + 12nxY - 3. 
Factor común 3xy?. 
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pS 
a 
a 


PRUEBA GENERAL DE LOS FACTORES 


— 
pe 
[9%] 
an 


En cualquiera de los diez casos que estudiaremos, la prueba consiste en multiplicar los fac- 
tores que se obtienen, y su producto tiene que ser igual a la expresión que se factorizó. 


Factorizar o descomponer en dos factores: ES 
1.2 +ab 16. ¿rara 30. 25%" —10x5 +15" -5x? = 
2. b+b? 17. 4x?-8x+2 SA O E 
Xx 18. 15y* + 20y? — 5y 32. 9a* — 12ab + 154%? -24ab* E 
4. 32 -2 19. a -ax+ax 33. 16x y? — 8x*y - 24x'y? — 2 
5. x?-4x' 20. 2a%x + 2ax? - 3ax 40x*y? 

6. 5m*+15m* OS EN 34. 12mn + 24mn? - 36m 
7. ab — be 22. 14x*y? — 28x* + 56x* +48mn* 

xy + xóz 23. 34ax* + 51ay - 68ay* 35. 100a*b% — 150ab*c* 

9. 22% + 6ax* 24. 96 - 48mn* + 144n* + 50ab*c* — 200abc* 

10. 8m? - 12mn 2. abro acetraoy Dot 

11. 9%? - 18ax* 26. 55m nx + 110mn y? 37. a? -—2a?+3a*- 4a* + 6a* 

12. 150%? + 600%4* - 220m'y* 38. 3a*% + 6ab — 5a%b? + Ba*bx 

13. 35m" — 70m* 21. 932 %*y - 622% y? -124a%x  +4abím 

14. abc +abc? E O a. aaa ran 

15, 24a*xy? — 36x*y* 29. a? - 3a* +84? - 42? 


b) Factor común polinomio. 


1. Descomponer x(a + b) + mía +b). 


Los dos términos de esta expresión tienen de factor común el binomio (a + b). 

Escribo (a + b) como coeficiente de un paréntesis y dentro del paréntesis escribo 
los cocientes de dividir los dos términos de la expresión dada entre el factor común 
(a + b), o sea: 


X(a+b) _ mía+b) 
| faro) Y (asb) 


=m y tendremos: 


x(a+b) +m(a+b) = (a +b) (x+m) R. 


2. Descomponer 2x(a — 1) — y(a — 1). 


Factor común (a — 1). Dividiendo los dos términos de la expresión dada entre el 
factor común (a — 1), tenemos: 


2x(a-1) _ 


(8-9)! 
fa-1) 2x y == 


(a—1) 


Tendremos: 2x(a — 1) - y(a— 1) = (a -—1)(2x-—y) R. 
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. Descomponer míx +2) +x +2. 


Esta expresión podemos escribirla: m(x + 2) + (x + 2) =m(x + 2) + 1(x +2) 
Factor común: (x+ 2) 
Tendremos: 

mx +2) +1(x+2) =(x + 2)(m+1) R. 


Descomponer a(x+ 1) —x—1. 
Introduciendo los dos últimos términos en un paréntesis precedido del signo — se 
tiene: 


a(x+1)-x-1=a(x+1) - (x+1) =a(x+ 1) -1(x+1)=(x+ 1)(4-1) R. 


. Factorizar 2x(X+Y +2) -X-Y-—Z. 


Tendremos: 
LZXU+ Y +2) Xy 2 =2x(X+ Y +2) - (+ +2) =(x+y+2)(2x-1) R. 


Factorizar (x — a) (y + 2) + b(y + 2). 
Factor común (y + 2). Dividiendo los dos términos de la expresión dada entre 
(y + 2) tenemos: 


(«a +2 _ ta al 
mA £*=4y === +2 b; luego: 


-a+2)+by+2)=(Y+2)-a+b) R 


. Descomponer (x + 2)(x — 1) — (x— 1)(x— 3). 


Dividiendo entre el factor común pe 1) tenemos: 
A ds e A Bzbs 
(+2) y EAS =— 43) 


TS 


Por tanto: 
(«+ 2)(x— 1) — (X— 1)(4— 3) = (x — 1)[(x + 2) - (x— 3)] 
= (x- 1) +2-x+3) = (x- 1)(5) =5(x- 1) R. 


. Factorizar x(a — 1) + y(a — 1) -a+1. 
x(a-1)+y(a-1)-a+1=x(a-1)+y(a-1)-(a-1)=(2-1)0+y-1) R. 


A gg A aa 


2) 


3) 


La agrupación puede hacerse generalmente de más de un modo con tal que los dos 
términos que se agrupan tengan algún factor común, y siempre que /as cantidades que 
quedan dentro de los paréntesis después de sacar el factor común en cada grupo, sean 
exactamente iguales. Si esto no es posible lograrlo la expresión dada no se puede des- 
componer por este método. 

Así en el ejemplo anterior podemos  ax+bx-+ay + by = (ax + ay) + (bx + by) 
agruparel1*y 3“ términos quetienen el =4a(x + y) + b(x+y) 

factor común a y el 2” y 4* que tienen =(x+yla+b) R. 

el factor común b y tendremos: 

resultado idéntico al anterior, ya que el orden de los factores es indiferente. 


Factorizar 3m* — 6mn + 4m — 8n. 

Los dos primeros términos tienen 3m?- 6mn + 4m — 8n = (3m* — 6mn) + (4m — 8n) 
el factor común 3m y los dos últi- = 3m(m - 2n) + 4(m-2n) 
mos el factor común 4. Agrupan- =(m-2(3M+4) R. 
do, tenemos: 


Descomponer 2x? — 3xy — 4x + 6y 

Los dos primeros términos tienen 

el factor común x y los dos últimos el 

factor común 2, luego los agrupamos 2x* — 3xy — 4x + 6y = (2x? — 3xy) — (4x — 6y) 
pero introducimos los dos últimos tér- =X(2x — 3y) - 2(2x - 3y) 
minos en un paréntesis precedido del =(2x- 3-2) R. 
signo — porque el signo del 3* térmi- 

no es —, para lo cual hay que cam- 

biarles el signo y tendremos: 
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19. (+ 2)(m—n) + 2(m—n) 26. (a+b-1)(a?+1)-a?-1 
20. a(x—1)- (a+ 2)(x-1) 27. (a+b—c)(x— 3) - (bc -a)(x— 3) 
21. 5x(a* +1) + (x+1)(4? +1) 28. 3x (x—1) -2y(x- 1) +z(x— 1) 
22. (a+b)(a—b) - (a-b)(a -b) 29. a(n+1)-b(n+1)-n-1 
23. (m+n)(a — 2) + (m-—n)(a — 2) 30. x(a +2) -a-2+3(a+2) 
24. (x+m)(x+1) — (x+1)(x—n) 31. (1 + 3a)(x + 1) - 2a(x + 1) + 3(1+ 1) 
25. (Xx— 3)(x— 4) + (Xx — 3) (x + 4) 32. (3x+2)(x+y-—2) - (3x +2) — (4+y—1)(3: +2) 
CASO Il 
FACTOR COMÚN POR AGRUPACIÓN DE TÉRMINOS 
1) Descomponer ax + bx + ay + by. S 
Los dos primeros términos tienen el a 
factorcomúnx y los dos últimos el fac- E 
tor común y. Agrupamos los dos pri- ax + Dx + ay + by = (ax + Dx) + (ay +Dy) 2 
meros términos en un paréntesis y =X(a + b) +y (a+b) 4 
los dos últimos en otro precedido del =(a+b)x+y) R. Le 
signo + porque el tercer término tiene REO] 
el signo + y tendremos: ES 
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| 
] | También podíamos haber agrupado el 
1* y 3" que tienen el factor común 2x,  2x?— 3xy — 4x + 6y = (2x? — 4x) — (3xy - 6y) 
y el 2* y 4? que tienen el factor común A = 2x(x — 2) - 3y(x— 2) 


3y y tendremos: = (x - 2)(2x- 3y) R. 
4) Descomponer x +2? - 2ax — 2az* = (x +2*) - (2ax + 2a2?) 
x +2? - 2ax - 242? = (x +2?) - 2a(x +2?) 
' = +2) (1-2) R 
x+2* - 2ax — 2a2? = (x— 2ax) + (2? - 2a2”) 
Agrupando =X(1- 24) +2(1-2a) 
1 y 9, 2 y 4”, tenemos: = (1-22) +2) R. 
3ax — 3x + 4y — 4ay = (3ax — 3x) + (4y — 4ay) 
Mi 5) Factorizar 3ax — 3x + 4y - 4ay ——F =3x(a — 1) + 4y(1 a) 

= 3x(a — 1) - 4y(a — 1) 

ñ = (a -1) (3x—4y) R. 
Obsérvese que en la segunda línea del ejemplo anterior los binomios (a — 1) y (1 — a) 
tienen los signos distintos; para hacerlos iguales cambiamos los signos al binomio 
(1 — a) convirtiéndolo en (a — 1), pero para que el producto 4y(1—a) no variara de signo 
le cambiamos el signo al otro factor 4y convirtiéndolo en —4y. De este modo, como 
hemos cambiado el signo a un número par de factores, el signo del producto no varía. 
En el ejemplo anterior, agrupando, 3ax — 3x + 4y — 4ay = (3ax — 4ay) — (3x — 4y) 
1? y 4” y 2 y 3* tenemos: ——” =(3x — 4y) — (3x — 4y) 

= (3x- 4y)(a—1) R. 
6) Factorizar aX — ay +az+X-y+2Z=(8x—ay+az) + (Xx-y+2) 
M-IY+az+x—y+2 — =a(x—y +2) + (X-y+2) 


=(x-y+2)l(a+1) R. 


7) Descomponer a'x — ax? - 2a*y + 2axy + x* - 2xy, 
Agrupando 1” y 3, 2? y 4”, 5* y 6”, tenemos: 
ax ax — 22 y + 2axy +1 -2xy = (ax — 28y) - (ax? - 2axy) + (6 — 2x2) 
= 4 x- 2y) - ax(x— 2y) +1 (x- 2y) 
= x-2YN-ar+x) R. 
Agrupando de otro modo: 
Px-ax - 2ay + 2axy +17 -2x Y = (ax ax” +10) - (2ay - 2axy + 2xy) 
=x(a? — ax +x?) - 2y (4? -ax+x?) 
=(-axr+x)x-2y) R. 


S Factorizar o descomponer en dos factores: 
a 1. +ab+ax+bx 1-2 +x-8% 11. 4% — 4ab + 3bm - 3amx 
S  2am-bm+an-bn 7. 47-12 +4a 12. 6ax +32 +1+2x 

oc 3. ax — 2bx- 2ay + 4by B.x+ xy -y 13. 3x* — 9ax? — x + 3a 

| E 4. dx -3b+ ay 3byy 9. 3abx-2y”- 2 +3aby? 14. 28% — 52 + 15by — 6bx 


5. 3m-—2n—2nx*+3mx* 10. 32-—b?+2b% - 6ax 15. xy + 2x2 + y 2? + xy? 


o 
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CASO Ill 


TRINOMIO CUADRADO PERFECTO 


Una cantidad es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de otra cantidad, o sea, cuando ( 136 
es el producto de dos factores iguales. 

Así, 4a? es cuadrado perfecto porque es el cuadrado de 2a. 

En efecto: (2a)? = 2a x 2a = 42? y 2a, que multiplicada por sí misma da 4a*, es la raíz 
cuadrada de 4a?, 

Obsérvese que (-2a)? = (-2a) x (-2a) = 4a?; luego, -2a es también la raíz cuadrada de 


Lo anterior nos dice que la raíz cuadrada de una cantidad positiva tiene dos signos: + y —. 
En este capítulo nos referimos sólo a la raíz positiva. 


RAÍZ CUADRADA DE UN MONOMIO (137 


Para extraer la raíz cuadrada de un monomio se extrae la raíz cuadrada de su coeficiente 
y se divide el exponente de cada letra por 2. 

Así, la raíz cuadrada de 9a*b* es 3ab? porque (3ab*)? = 3ab* x 3ab? = 9a*b”. 

La raíz cuadrada de 36x*y* es 6x*y*. 


Un trinomio es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de un binomio, o sea, el producto í 138 
de dos binomios iguales. 
Así, a? + 2ab + b? es cuadrado perfecto porque es el cuadrado de a +b. 
En efecto: 
(a +b)?= (a +b)(a + b) =a? + 2ab + b* 


Del mismo modo, (2x + 3y)? = 4x? + 12xy + 9y? luego 4x? + 12xy + 9y? es un trinomio 
cuadrado perfecto. 


REGLA PARA CONOCER SI UN TRINOMIO (13 
ES CUADRADO PERFECTO 


Un trinomio ordenado en relación con una letra es cuadrado perfecto cuando el primero y 
tercero términos son cuadrados perfectos (o tienen raíz cuadrada exacta) y positivos, y el 
segundo término es el doble producto de sus raíces cuadradas. 
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Así, a? — 4ab + 4b* es cuadrado perfecto porque: 


Doble producto de estas raíces: 2 x a x 2b = 4ab, segundo término. 
36x” — 18xy* + 4y*, no es cuadrado perfecto porque: 


Raíz cuadrada de 36x?. ....... 6x 
Raíz cuadrada de 4y*. ........ 2y' 


Doble producto de estas raíces: 2 x 6x x 2y* = 24xy*, que no es el segundo término. 


140 ) REGLA PARA FACTORIZAR UN TRINOMIO CUADRADO PERFECTO 


Se extrae la raíz cuadrada al primer y tercer términos del trinomio y se separan estas 
raíces por el signo del segundo término. El binomio así formado, que es la raíz cuadrada 
del trinomio, se multiplica por sí mismo o se eleva al cuadrado. 


) 


— 


ok 


Factorizar m* + 2m+1. 
mM+2m+1=(m+1)(m+1)=(m+1) R. 


Descomponer 4x* + 25y? — 20xy. 
Ordenando el trinomio, tenemos: 
4x? — 20xy + 25y? = (2x — 5y)(2x — 5y) = y" R. 


IMPORTANTE 


Cualquiera de las dos raíces puede ponerse de minuendo. Así, en el ejemplo anterior se 
tendrá también: 


4x? — 20xy + 25y?= (5y — 2x) (5y - 2X) = 


porque desarrollando este binomio se tiene: 
(5y — 2x)? = 25y? — 20xy + 4x? 


expresión idéntica a 4x? — 20xy + 25y?, ya que tiene las mismas cantidades con los mis- 
mos signos. 


Descomponer 1 — 16ax? + 64a?x*. 
1- 16ax? + 64a*x' = (1 - 8ax?) = (Ba a 
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— 


Factorizar x? + bx+ Z 
E trinomio es cuadrado perfecto porque: raíz cuadrada de x? = x; raíz cuadrada de 
L=z y el doble producto de estas raíces: 2x xx 2=bx 


luego: sor E! +9 R 
5 izar 1040 
5) Factorizar io 
Es cuadrado perfecto porque: raíz cuadrada de ]=]; raíz cuadrada de 
eb y 2x1x2=) luego: 
IAE e 
10,8 (10) | 
3393 > 
CASO ESPECIAL 


— 


Descomponer a? + 2a(a — b) + (a — by? 


La regla anterior puede aplicarse a casos en que el primer o tercer términos del trinomio 
o ambos son expresiones compuestas. Así, en este caso se tiene: 


d+ 2a(a—D) + (a—b)'=[a+(a—b)'=(a+a-b)=(2 oe OR 


7) Factorizar (x + y)? — 2(x+y)(a +x) + (a +x?, 
(x + y)? 2(x+y)(a +x) + (a +x)*= [(0 +y) — (a +x)1" 


y a+ =(+y-a—x) 
=(y-a*=(a-y? R. 
a] 

Factorizar o descomponer en dos factores: s 
12 -20b+0 16. 1+a%-22 rad 3 
2 a +2ab+b? 17. 49m -—702mn* + 259" 27- 16" 2x Y + «o e 
1-2 +1 18. 100x" — 602 y" +92y? y > ac 
aye 1 2y? 19, 121 +198x" + 81x? o ori E 
5. 22-102 +25 20. a? — 24amix*+144mx 29. a? +2a(a+b)+ (a +b) 

5. 9-6x+x? 21. 16 104x?+ 169x* 30. 4 4(1-a)+(1-a) 

7. 16 +40x? + 25x' 22. 400x" + 40x* +1 31, 4m*— Amp —m) + (n—m)' 

a. 1+492?—14a a bl 32. (m—n)"+ 80m) +9 

9. 36+12m*+m' 4 33. > +X)"—2(a +X)(Xx +) + 
10. 1-2+2 2h, 1? 00 
11 EN A GA 34, AN 

: + (4 -m 
A 2 aa 35. 4(1+8)*—4(1+a)(0—1) 
13. 4x* —12xy + 9y* 4 + (b-1Y 
14, 90*—302tb + 269 20 130 e %. UY +12) + y) + 


15. 1+14x2y + 49x'y? 


Ax + yy 
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CASO IV 
DIFERENCIA DE CUADRADOS PERFECTOS 


141 ) En los productos notables (89) se vio que la suma de dos cantidades multiplicadas por 
su diferencia es igual al cuadrado del minuendo menos el cuadrado del sustraendo, o 
sea, (a + b)(a — b) = a? — b”; luego, recíprocamente, 


Podemos, pues, enunciar la siguiente: 


12) REGLA PARA FACTORIZAR UNA DIFERENCIA DE CUADRADOS 


Se extrae la raíz cuadrada al minuendo y al sustraendo y se multiplica la suma de estas 
- raíces cuadradas por la diferencia entre la raíz del minuendo y la del sustraendo. 


mee 1) Factorizar 1 —E. 
La raíz cuadrada de 1 es 1; la raíz cuadrada de a? es a. Multiplico la suma de estas 
raíces (1 + a) por la diferencia (1 —a) y tendremos: 


1-¿=(1+a)(1-a) R. 
2) Descomponer 16x? — 25y*. 
La raíz cuadrada de 16x? es 4x; la raíz cuadrada de 25y* es 5y?. 


Multiplico la suma de estas raíces (4x + 5y?) por su diferencia (4x — 5y?) y tendre- 
mos: 


16x? — 25y*= (4x + 5y)(4x — 5y?) R. 
3) Factorizar 49x?y*z" — a*?. 
49xy 2% a? = (rayz5 + aU7xyz a?) Rh. 
4) Descomponer E - E. 
La raíz cuadrada de e es 3 y la raíz cuadrada de e es £. Tendremos: 


5) Factorizar a” — 9b*”. 


QU im (a+ 3 307) 
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CASO ESPECIAL 
1. Factorizar (a + b)?—c?, 


La regla empleada en los ejemplos anteriores es aplicable a las diferencias de cuadra- 
dos en que uno o ambos cuadrados son expresiones compuestas. 


Así, en este caso, tenemos: 


La raíz cuadrada de (a +b)? es (a +b). 


La raíz cuadrada de c? es c. 
Multiplico la suma de estas 
raíces (a +) +c por la diferencia (a +b) —c?= [(a + b) + c][(a + b) —c] 
o 
(a +b) —c y tengo: =(a+b+c)jla+b-c) R, 


2. Descomponer 4x? — (x + y)?. 


La raíz cuadrada de 4x? es 2x. 
La raíz cuadrada de (x + y)? es (x+ y). 


Multiplico la suma de estas raí- dx — (x + y)? = [2x + (1 + y)]12x — (x + y)] 
ces 2x + (x + y) por la diferencia A = (2X + X +y)(2x —X —y) 
2x — (X + y) y tengo: = (3 +y)M—y) R. 


3. Factorizar (a +x)?- (x+ 2). 


La raíz cuadrada de (a +x)? es (a +X). 
La raíz cuadrada de (x+ 2)? es (x +2). 


Multiplico la suma de es-  (a+x)?- (x+2)?= [(a +x) + (x + 2)] [(a +x) — (1 +2)] 


tas raíces (a +X) + (x+2) por A =(8+Xx+X+2)(4+X-X- 2) 
la diferencia (a +X) — (x+ 2) = (a+2x+2)(a-2) R. 
y tengo: 


g 
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Descomponer en dos factores y simplificar, si es posible: 


1 + y? 

2. 4-(a+1Y 

3. 9- (m=enY 

4. (m-n?-16 

5. (ey) -4z 

6. (a+20)-1 

7. 1- (x-2y 

8. (+22)? -4x 

9. (a+b) - (c+) 
10. (a-b)?- (cd) 
11. (x+ 1) -16x 
12. 64m? — (m- 2ny 


CASOS ESPECIALES 


13. (a 2b)?- (x+y) 
14. (2a2—c)? - (a+ 0) 
15. (+1) 4 

16. 36x”— (a +3x)? 
17. *- (a-1) 

18. (a-1)*-(m-2) 
19. (2x-3)- (x - 5) 
20. 1- (52+2x) 

21. (7x+y)-81 

22, m*- (m*-1) 
23. 162" - (22? +3) 
24. (x-y)-(c+a) 


COMBINACIÓN DE LOS CASOS ll Y IV 


143 ) Estudiamos a continuación la descomposición de expresiones compuestas en las cuales 
mediante un arreglo conveniente de sus términos se obtiene uno o dos trinomios cuadrados 
perfectos y descomponiendo estos trinomios (Caso lll) se obtiene una diferencia de cuadra- 


dos (Caso IV). 


1. Factorizar a? + 2ab +b*-1. 
Aquí tenemos que a? + 2ab + b? es un trinomio cuadrado perfecto; luego: 
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25. (28+b-c)- (a+b) 
26. 100 - (xy +2)? 

27. X-(y-xY 

28. (2x+3)- (5x- 1) 

29. (x-y +2) -(y-2+2x? 
30. (2x +1) — (x+ 4) 

31. (a+2x+1)- (x+a- 1) 
32. 4(x+a)' -49y 

33. 25(x— y)" - 4(x+ y]? 

34. 36(m+n)-121(m-ny 


a? + 2ab + b*-1= (a? + 2ab + b?) - 1 
(factorizando el trinomio) = (a + b)?— 1 


(factorizando la diferencia de cuadrados) = (a + b + 1)(a+b-—1) R. 


2. Descomponer a? + m? — 4b? — 2am. 


Ordenando esta expresión, podemos escribirla: a? — 2am + m? — 4b*, y vemos que 


a? — 2am + m? es un trinomio cuadrado perfecto; luego: 
a? — 2am + m?* —4b?= (a? — 2am + m*) - 4b* 


(factorizando el trinomio) = (a — m)? — 4b? 
(factorizando la diferencia de cuadrados) = (a — m + 2b)(a —m-—2b) R. 


3. Factorizar 9a? —x? + 2x-—1. 


Introduciendo los tres últimos términos en un paréntesis precedido del signo — para 
que x? y 1 se hagan positivos, tendremos: 


9a? — x? + 2x—1=9a? — (x? — 2x + 1) 


(factorizando el trinomio) = 9a? — (x — 1) 
(factorizando la diferencia de cuadrados) = [3a + (x— 1)][3a — (x— 1)] 
= (3a +x-1)(Ba-x+1) R. 
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4. Descomponer 4x? — a? + y? — 4xy + 2ab — b?, 


El término 4xy nos sugiere que es el segundo término de un trinomio cuadrado per- 
fecto cuyo primer término tiene x? y cuyo tercer término tiene y? y el término 2ab nos 
sugiere que es el segundo término de un trinomio cuadrado perfecto cuyo primer término 
tiene a? y cuyo tercer término tiene b?; pero como —a? y —b* son negativos, tenemos que 
introducir este último trinomio en un paréntesis precedido del signo — para hacerlos po- 
sitivos, y tendremos: 

4x* - a? + y? — 4xy + 2ab — b? = (4x? — 4xy + y?) — (a? - 2ab +1?) 
(factorizando los trinomios) = (2x — y)? — (a — by* 
(descomponer la diferencia de cuadrados) = [(2x — y) + (a - b)][(2x — y) — (a — b)] 
=(2x-y+a-—b)l2x-y-a+b) R. 


5. Factorizar a? — 9n* — 6mn + 10ab + 25b* — m?. 


El término 10ab nos sugiere que es el segundo término de un trinomio cuadrado per- 
fecto cuyo primer término tiene a? y cuyo tercer término tiene b*, y 6rmn nos sugiere que 
es el 2” término de un trinomio cuadrado perfecto cuyo primer término tiene m? y cuyo 
tercer término tiene n?; luego, tendremos: 


a? — 9n* — 6mn + 10ab + 25h? — m* = (a? + 10ab + 25b?) — (m? + 6mn + 91) 
(descomponiendo los trinomios) = (a + 5b)* — (m + 3ny? 
(descomponer la diferencia de cuadrados) = [(a + 5b) + (m + 3m)][(a + 5b) — (m + 3n)] 
= (a + 5b + m+3n)(a + 5b-m-3n) R. 


Factorizar o descomponer en dos factores: 


124+22b+b?-e 25 —x* - 16y* + Bxy 

2. -2xy + y? -m 9x* - a? - 4m* + dam 

3. m+2m+n*-1 16x*y? + 12ab — 4a? — 9b* 

4. 2-22+1-b? -a* +25m* - 1 - 2a 

5. 1 +6n+9-c? 49x* - 25x? - 9y? + 30xy 

6 d+ + 2ax—4 a? — 2ab +b*-c?- 20d -d* 
7. 2? +4-4a- 90? Xx +2xy +y*-m*+2mn-n? 


a? + 4b*+4ab —x?-2ax-a? 

x? + 42? — 4ax — y? — 9b* + 6by 
m*-—x +9n* + 6mn — 4ax- 4a? 

9x* + 4y? — a? 12xy - 25b* - 10ab 
2am-x?*-9+a? +m*- 6x 
x*—9a'+62b+1+2x-b? 
162? — 1- 10m + 9x? - 24ax - 25m* 
9m* - a? + 2acd - c*%d? + 100 - 60m 
4a? — 9x? + 49b* — 30xy - 25y? — 28ab 
2254? — 169b* + 1 + 304 + 26bc — c? 
*-y+44+4x-1-2y 
a-16-x +36 + 128 -—8x 


8. x+4y? —4xy -1 

9. a*- bay + 9y*-4x? 
10. 4x? + 25y? — 36 + 20xy 
11. 9x?-1+ 162? - 24ax 
12. 1+64a%b* —x' - 16ab 
13, 2?-b?*-2bc-c* 

14. 1-a+2ax-x* 

15. mM -x? -2xy - y 

16. c*-a2+22-1 

17. 9-n*-25-10n 

18. 4 —x*4+ 4x-4 

19. 1-a?-9n*- an 
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! CASO V 
TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICIÓN Y SUSTRACCIÓN 


1. Factorizar x* + x?y? + y”. 


Veamos si este trinomio es cuadrado perfecto. La raíz cuadrada de x* es x?; la raíz 
cuadrada de y* es y? y el doble producto de estas raíces es 2x?y?; luego, este trinomio no 
es cuadrado perfecto. 

Para que sea cuadrado perfecto hay que lograr que el 2* término x?y? se convierta 
en 2x?y? lo cual se consigue sumándole x*y?, pero para que el trinomio no varíe hay que 
restarle la misma cantidad que se suma, x*y? y tendremos: 


+ Xx rey 
Xx + 2xy y xy bu vé + ay +y”) ey 
(factorizando el trinomio cuadrado perfecto) = (x? + y?) — x?y? 
(factorizando la diferencia de cuadrados) = (x” + y? + xy) (x? + y? — xy) 
(ordenando) = (xó +xy + y?) (xy +y) R. 


2. Descomponer 4a* + 82*b? + 9b*. 


La raíz cuadrada de 42! es 2a?; la raíz cuadrada de 9b* es 3b? y el doble producto 6 
de estas raíces es 2 x 22? x 3b? = 122*b”, luego, este trinomio no es cuadrado perfecto 
porque su 2* término es 82*b? y para que sea cuadrado perfecto debe ser 12a?b*, 

Para que 8a*b* se convierta en 12a*b* le sumamos 4a*b* y para que el trinomio no 
varíe le restamos 4a*b* y tendremos: 


dal + 8ab* + 9b* 
1 + 4at? — 4ab? 
da' + 12a*b? + 9b* — 4a*b? = (4a! + 12a%b? + 90%) — 4a*p? 
! (factorizando el trinomio cuadrado perfecto) = (2a* + 3b*)? — 4a?p* 
(factorizando la diferencia de cuadrados) = (22? + 3b* + 2ab)(2a? + 3b* — 2ab) 
(ordenando) . (2a? + 2ab + 3b%(2a* — 2ab +30?) R. 


3. Descomponer a! — 16a*b* + 36b*. 


La raíz cuadrada de a* es a?; la de 36b* es 6b?. Para que este trinomio fuera cuadrado 
perfecto, su 2” término debía ser -2 x a? x 6b? =-12a"b? y es -162*b?; pero —16a*b? se 
convierte en -12a*b? sumándole 4a”b?, pues tendremos: —16a*b? + 4a*b? =-128*b*, y 
para que no varíe le restamos 42*b*, igual que en los casos anteriores y tendremos: 
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a'- 16a*b? + 36b* 
+ 4atp? — dat? 
a*—12a*b* + 36b* — 4a?b? = (a* - 12a*b* + 36b*) — 4a?p? 
= (a? 60%? — 4atp? 
= (a? - 6b? + 2ab)(a? — 6b? - 2ab) 
= (a? + 2ab — 6b%)(a? - 2ab- 60?) R. 


4. Factorizar 49m*- 151m*n*+81n*. 

La raíz cuadrada de 49m* es 7m?; la de 81n* es 9n*. El 2* término debía ser 
-2x7m?x 9n0*=-126m*n* y es -151m*n*, pero -151m*n* se convierte en —126m?n* 
sumándole 25mn*, pues se tiene: -151m*n* + 25m*n* = -126m*n*, y para que no 
varíe le restamos 25m*n* y tendremos: 


49m* - 151m*n*+81n* 
+ 25mién* - 25mén* 
49m* - 126m*n* + 81n* - 25m*n* = (49m* — 126m*n* + 81n*) - 25m*n* 
= (7m*- 90%? — 25mén* 
= (7? — 9n*+ 5mnP) (71m? — 9n* - 5mn?) 


=(7m* + 5mn*— 9n*) (Tm? —5mn*— 9%) Ro 


Factorizar o descomponer en dos factores: > 
144241 11. 258? +54a*b? + 49b* 21. 144 +23n* +90" = 
2 mimi 12. 36x* - 109y?+49y* 22. 16-90'+0* O 
3.1 +3 +4 - 13, 81m'+2m'+1 23. 64a*-—1698%b*+81b* ul 
4. a +22%+9 14. c* —450?+ 100 24. 225+5m*+m' uy 
5. al-3ab*+ pt 15. 42? — 532'b* + 49p* 25. 1-1262*b* + 1692*b* 
6x-6%+1 16. 49+76n?+ 64n* 26. xy *4 21 y%+ 121 

7. 4a*+3a*b? + 9b* 17. 25x*-139y+81y* 27. 490%+750'm*"n?+196m'n* 

8. 4x' - 29x* + 25 18. 49x* + 76x“y! + 100y* 28. 81a*b* — 2922 bl + 2561" 

9. 44x y + 16y* 19. 4-108x?+121x* 


10. 16m*- 25m*n?+ 91 20. 121x* - 133x*y* + 36y* 


CASO ESPECIAL 


FACTORIZAR UNA SUMA DE DOS CUADRADOS 


En general, una suma de dos cuadrados no tiene descomposición en factores racionales, í 144 
es decir, factores en que no haya raíz, pero hay sumas de cuadrados que, sumándoles y 
restándoles una misma cantidad, pueden llevarse al caso anterior y descomponerse. 
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1) Factorizar a! + 4b*, 
La raíz cuadrada de a! es a?; la de 4b* es 2b*. Para que esta expresión sea un trinomio 
cuadrado perfecto hace falta que su segundo término sea 2 x a? x 2b? =4a*b?, Entonces, 
igual que en los casos anteriores, a la expresión a* + 4b* le sumamos y restamos 4a*b* 
y tendremos: 
a' +4b* 
+ day? — da tp? 
al + 4afb? + 4b* - 4a?b* = (a* + 4atb? + 4b*) - 4a*p? 
= (a? + 2b?? — 4atb? 
= (a? + 2b* + 2ab) (a? + 2b? — 2ab) 
= (a* +2ab + 20")(a? — 2ab + 2b*) AR. 


Factorizar o descomponer en dos factores: 


1. Xx +64y* 4. 4m'+81n* 7. 1+4n* 

2. 4x4 y? 5, 4+625x* 8. 64% + y? 

3. a* +324b* 6. 64 +4” 9. Bla! + 64b* 
CASO VI 


TRINOMIO DE LA FORMA x? + bx + 


145 ) Trinomios de la forma x? + bx + c son trinomios como 


+5x+6, m+sm-14, 
a-2a-15,  —y?-8y+15 


que cumplen las condiciones siguientes: 


1) El coeficiente del primer término es 1. 
2) El primer término es una letra cualquiera elevada al cuadrado. 


3) El segundo término tiene la misma letra que el primero con exponente 1 y su coefi- 
ciente es una cantidad cualquiera, positiva o negativa. 


4) El tercer término es independiente de la letra que aparece en el 10. y 20. términos y 
es una cantidad cualquiera, positiva o negativa. 


146 ) REGLA PRÁCTICA PARA FACTORIZAR UN TRINOMIO 


DE LA FORMA x* + bx +0 


1) El trinomio se descompone en dos factores binomios cuyo primer término es x, o sea 
la raíz cuadrada del primer término del trinomio. 


dc 


Xx 


2) 


3) 


4) 


DESCOMPOSICIÓN FACTORIAL 


En el primer factor, después de x se escribe el signo del segundo término del trinomio, 
y en el segundo factor, después de x se escribe el signo que resulta de multiplicar el 
signo del segundo término del trinomio por el signo del tercer término del trinomio. 


Si los dos factores binomios tienen en el medio signos iguales se buscan dos números 
cuya suma sea el valor absoluto del segundo término del trinomio y cuyo producto 
sea el valor absoluto del tercer término del trinomio. Estos números son los segundos 
términos de los binomios. 


Si los dos factores binomios tienen en el medio signos distintos se buscan dos nú- 
meros cuya diferencia sea el valor absoluto del segundo término del trinomio y cuyo 
producto sea el valor absoluto del tercer término del trinomio. El mayor de estos 
números es el segundo término del primer binomio, y el menor, el segundo término 
del segundo binomio. 


Esta regla práctica, muy sencilla en su aplicación, se aclarará con los siguientes: 


1) Factorizar x? + 5x +6. 


El trinomio se descompone en dos binomios cuyo primer término es la raíz cuadrada de 
2 . 
Xx“ 0 Seax: 


xX+5br+6 Je ) 


En el primer binomio después de x se pone signo + porque el segundo término del tri- 
nomio +5x tiene signo +. En el segundo binomio, después de x, se escribe el signo que 
resulta de multiplicar el signo de +5x por el signo de +6 y se tiene que + por + da +0 
sea: 


X+5x+6  k+ )Jm+ ) 
Ahora, como en estos binomios tenemos signos iguales buscamos dos números que 
cuya suma sea 5 y cuyo producto sea 6. Esos números son 2 y 3, luego: 
+5 +6 =(x+2)(x +3) R 
Factorizar x? — 7x + 12. 
Tendremos: -Tr+12 hk- )x= ) 


En el primer binomio se pone — porque —7x tiene signo —. 

En el segundo binomio se pone — porque multiplicando el signo de —7x por el signo de 
+ 12 se tiene que: — por + da —. 

Ahora, como en los binomios tenemos signos iguales buscamos dos números cuya 
suma sea 7 y cuyo producto sea 12. Estos números son 3 y 4, luego: 


x*-7x+12 = (x-3)x—4) R. 


Factorizar x? + 2x — 15. 
Tenemos: A+2-15 + )M- ) 
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EE 
la] 


a 


En el primer binomio se pone + porque +2x tiene signo +. 

En el segundo binomio se pone — porque multiplicando el signo de +2x por el signo de 
—15 se tiene que + por — da —. 

Ahora, como en los binomios tenemos signos distintos buscamos dos números cuya 
diferencia sea 2 y cuyo producto sea 15. 

Estos números son 5 y 3. El mayor 5, se escribe en el primer binomio, y tendremos: 


*+2-15=(x+5) (0-3) R. 
Factorizar x? — 5x — 14. 
Tenemos: x-=5xr-14 k- )hMm+ ) 


En el primer binomio se pone — porque —5x tiene signo —. 

En el segundo binomio se pone + porque multiplicando el signo de —5x por el signo de 
—14 se tiene que — por — da +. 

Ahora como en los binomios tenemos signos distintos se buscan dos números cuya 
diferencia sea 5 y cuyo producto sea 14. 

Estos números son 7 y 2. El mayor 7, se escribe en el primer binomio y se tendrá: 


x*—5x-—14=(x-7) (4+2) R. 


4 


mk 


5) Factorizar a? — 13a + 40. 

a*-132+40=(2-5) (a-8) R. 
6) Factorizar m?- 11m - 12. 

m-—tim-12=(m-12) (m+1) R. 
7) Factorizar n? + 28n — 29. 

n*+28n — 29= (n +29) (N—-1) R. 
8) Factorizar x? + 6x — 216. 

X*+6x-216 (x+ )Mx- ) 


Necesitamos dos números cuya diferencia sea 6 y cuyo producto sea 216. 
Estos números no se ven fácilmente. Para hallarlos, descomponemos en sus factores 
primos el tercer término: 


216 |2 Ahora, formamos con estos factores primos dos productos. 
108 |2 Por tanteo, variando los factores de cada producto, obtendremos los 
E : dos números que buscamos. Ásí: 
913 2x2x2= 8 3x3x3=27  27- 8=19 nosirven 
313 2x2x2x3=24 x= 9 24— 9=15, no sirven 


1 2x2x3=12 2x3x3=18 18-12= 6, sirven 


18 y 12 son los números que buscamos porque su diferencia es 6 y su producto necesa- 
riamente es 216, ya que para obtener estos números hemos empleado todos los factores 
que obtuvimos en la descomposición de 216. Por tanto: 


+ 6x—216= (x+18)(-12) R. 


ÁLGEBRA * BALDOR 


9) Factorizar a? — 66a + 1,080. 
a - 662 +1,080 (a— )(a- 


Necesitamos dos números cuya suma sea 66 y cuyo producto sea 1,080. 
Descomponiendo 1,080, tendremos: 
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1,080 | 2 
540 |2 
27012 2x2x2= 8 3x3x3x5=105 105+ 8=113, no sirven 
13513 2x2x2x3=24 3x3x5= 45 45+24= 69, no sirven 
be É 2x3x5=30 2x2x3x3= 36 30+36= 66, sirven 
515 
1| 
Los números que necesitamos son 30 y 36 porque su suma es 66 y su producto ne- 
cesariamente es 1,080 ya que para obtener estos números hemos empleado todos los 
factores que obtuvimos en la descomposición de 1,080, luego: 
a? — 662 + 1,080 = ( 310) R. 
Factorizar o descomponer en dos factores: ES 
1. 2+7x+10 13. y? -4y+3 25. ae -2a-35 37. m?-2m-168 = 
2. x*-5x+6 14. 12-8n+n* 26. x?+14x +13 38. c*+24c + 135 a 
3. x*+3x-10 16. 2 +10x+21 27. a? +33- 14a 39, m*-4im+ 400 oa 
a x+x-2 16. a?+7a-18 28. m?+13m-30 40. a*+a-380 E 
5. a+ 4a+3 17. mi-12m+11 29. c?-130-14 M1. xXx? + 12x— 364 Ll 
| 5. m+'5m-14 18, x*—7x—30 30. + 15x +56 42. a? + 42a +432 
| 7. y - Y +20 19. ”+6n—16 31. x*—15x +54 43, m? - 30m - 675 
8.x-6-x 20, 20+2?—21a 32. a* +7a-60 44, y? + 50y + 336 
9. x-9x+8 21. y? +y-30 33. Xx” - 17x-60 45. Xx? —2x- 528 
10. c?+5c-24 22. 28+0*-11a 34. x*+8x — 180 46. n? + 43n + 432 
11. x*-3x+2 23. n”—6n—40 35. m*-20m-300 47. c?-4c- 320 
36. x*+x- 132 48. m?-— 8m — 1,008 


CASOS ESPECIALES 


El procedimiento anterior es aplicable a la factorización de trinomios que siendo de la forma k 147 
x? + bx +0 difieren algo de los estudiados anteriormente. 


| 12.2 +72+6 24. x? -5x—36 


) Factorizar x* — 5x*— 50. 
El primer término de cada factor binomio será la raíz cuadrada de xo sea x?: 


ot 50  p- )J+ ) 


Buscamos dos números cuya diferencia (signos distintos en los binomios) sea 5 y cuyo 
producto sea 50. Esos números son 10 y 5. Tendremos: 


x*- 5-50 = (a? - 10)x*+5) R. 


M EJEMPLOS 


2) 


3) 


4 


— 


— 


—_ 


2) 
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Factorizar x* + 71% — 44. 
El primer término de cada binomio será la raíz cuadrada de x* o sea y. 
Aplicando las reglas tendremos: 


47-44 = (0 +11) (4-4) RA. 
Factorizar a*b? — ab — 42. 
El primer término de cada factor será la raíz cuadrada de a*b* o sea ab: 
abi-ab-42  (ab—- )(ab+ ) 
Buscamos dos números cuya diferencia sea 1 (que es el coeficiente de ab) y cuyo pro- 
ducto sea 42. Esos números son 7 y 6. Tendremos: 
ab? -ab-—42= (ab -—7) (ab +6) R. 
Factorizar (5x)? — 9(5x) + 8. 
Llamamos la atención sobre este ejemplo porque usaremos esta descomposición en el 


caso siguiente. 
El primer término de cada binomio será la raíz cuadrada de (5x)? o sea 5x: 


(5x)? — 9(5x) + 8 (5x- )(Bx- ) 
Dos números cuya suma (signos iguales en los binomios) es 9 y cuyo producto es 8. 
Esos números son 8 y 1. Tendremos: 
(5x)? — 9(5x) + 8= (5x — B) (5x1) R. 
Factorizar x? — 5ax — 362*. 
x*-Sax-368?  M- JWx+ ) 
El coeficiente de x en el segundo término es 5a. Buscamos dos cantidades cuya diferen- 


cía sea 5a (que es el coeficiente de x en el segundo término) y cuyo producto sea 362? 
Esas cantidades son 9a y 4a. Tendremos: 


x? — Sax — 362? = (x — 9a) (x+4a) R. 
Factorizar (a + b)?— 12(a + b) + 20. 
El primer término de cada binomio será la raíz cuadrada de (a + b)? que es (a +b). 
(a+b)-12(a+b) +20 [(la+b)- J[la+b)- ] 


Buscamos dos números cuya suma sea 12 y cuyo producto sea 20. Esos números son 
10 y 2. Tendremos: 


(a +b)— 12 (a +b) +20=[(a+b) - 10] [la +b) -2] 
=(a+b-10)(a+b-2) R 


Factorizar 28 + 3x — x?. 
Ordenando en orden descendente respecto de x, tenemos: 


+ 3x +28 


Para eliminar el signo — de -x? introducimos el trinomio en un paréntesis precedido del 
signo —: 


—(x* — 3x — 28) 
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Factorizando x? — 3x — 28 = (x— 7) (++ 4), pero como el trinomio está precedido de — su 
descomposición también debe ir precedida de — y tendremos: 


—(Xx—7) (1 +4 


Para que desaparezca el signo — del producto — (Y — 7) (x + 4), o sea, para convertirlo 
en +, basta cambiarle el signo a un factor, por ejemplo, a (x— 7) y quedará: 


28+3x-x*=(7-(x+4) R. 
1) Factorizar 30 + y?— y*, 
30 + y? — y! =-(y* -— y? - 30) =-(y?- 6) (y? +5) = (6 - y +5) R. 
=1) 
Factorizar: S 
1x +5 +4 13. x“+7ax? -60a* 25. a? + 2axy — 440x*y? iS 
2.x*-6x*-7 14. (2x)? - 4(2x) +3 26. m'n* -21mn* + 104 o 
3. x*-2x*-80 15. (m-—n?+5(m-n)-24 27. 14+5n-n? A 
a xy+xy-12 16. x4+x' - 240 28. Xx" +x*- 930 e 
5. (4x) — 2(4x) - 15 17. 15+2y-y' 29. (4x?)? - 8(4x*) — 105 
6. (5x) + 13(5x) + 42 18. alb*- 2a*b* — 99 30. x*+5abx?- 362*b* 
7. x2+2ax- 159? 19. 0? + 11cd + 280? 31. a'-atb?-156b* 
8. a? —dab—21b? 20. 25x? — 5(5x) — 84 32. 212? +4ax-—x* 
9. (x-y*+2(x—y) -24 21. a? - 21ab +98b? 33. *y*-15ax'y'- 1002? 
10. 5+4x-x? 22. Xy + x?y?- 132 34. (a—1)?+3(a- 1) -108 
1.x"+x-20 23. 48 +2x?-x' 35. m* + abcm — 56a?b*c* 
12. m*+mn- 56n* 24. (c+0)-18(c+0)+65 36. (7x*)+24(7x?) + 128 
CASO VII 
TRINOMIO DE LA FORMA ax? + bx +c 
Son trinomios de esta forma:  2x?+ 11x+5 k 148 
3244 7a-6 
1t0n?- n-2 
7m*-— 23m+6 


que se diferencian de los trinomios estudiados en el caso anterior en que el primer término 
tiene un coeficiente distinto de 1. 


c 
ñ ! 
C 
C 
( 
— 
"7 
co 


) Factorizar 6x? — 7x3. 
Multipliquemos el trinomio por el coeficiente de x? que es 6 y dejando indicado el produc- 
to de 6 por 7x se tiene: 


36 - 6(7x) - 18 
Pero 36x?= (6x)? y 6(7x) =7(6x) luego podemos escribir: (6x)? — 7(6x) — 18. 
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EJERCICIO 100 


ÁLGEBRA 


Descomponiendo este trinomio según se vio en el caso anterior, el 1% término de cada 
factor será la raíz cuadrada de (6x)? o sea 6x: (6x— ) (6x+  ). 

Dos números cuya diferencia sea 7 y cuyo producto sea 18 son 9 y 2. Tendremos: 
(6x — 9) (6x + 2). 

Como al principio multiplicamos el trinomio dado por 6, ahora tenemos que dividir entre 
6, para no alterar el trinomio, y tendremos: €* YO 2 


pero como ninguno de los binomios es divisible entre 6, descomponemos 6 en 2 x 3 y 


BALDOR 


dividiendo (6x — 9) entre 3 y (6x + 2) entre 2 se 


Luego: 


— 


Factorizar 20x? + 7x — 6. 


2x3 


6x*-7x-3=(2 


Multiplicando el trinomio por 20, tendremos: (20x)? + 7(20x) - 120. 
Descomponiendo este trinomio, tenemos: (20x + 15) (20x — 8). 


Para cancelar la multiplicación por 20, tenemos qu 
de los dos binomios es divisible entre 20, desco 
el factor (20x + 15) entre 5 y (20x — 8) entre 4t 


Luego: 


— 


Factorizar 184? - 132 - 5. 


PONLO a 3)(5x —2) 


5x4 


20" +7x—6= (4x + 3) 


Multiplicando por 18: (182)? — 13 (18a) — 90 


Factorizando este trinomio: (18a — 18) (18a + 5) 
Dividiendo entre 18, para lo cual, como el primer binomio 18a 


basta dividir este factor entre 1 8, tendremos: 


(18a—18)(182+5)_ y, 
dl (a—1)(188+5) 


8 
Luego: 182? - 132-5= R. 
Factorizar: 
1.2 +3x-2 10. 20yP+y-1 19. m-6+15m* 
2. 3x*-5x-2 11. 82? —14a-15 20. 152? -8a-—12 
16 +7x+2 12. 7:*— 44x— 35 21. 9 +37x +4 
4. 5x* + 13x-6 13. 16m+15m*-15 22. 44n + 20n?—15 
5. 6x” — 6 -— 5x 14. 22+59+2 23. 14m?-31m-10 
6 12% =x-6 15. 12-7x-12 24. 2x? + 29x +90 
7. da? + 152+9 16. 9 + 102 +1 25. 202?—7a—40 
8. 3+11la+102? 17. 20n?*— 9n — 20 26. 4n+n- 33 
9. 12m?*-13m- 35 18. 21 +11x-2 27. 30x?+13x—10 


e dividir entre 20, pero como ninguno 
mponemos el 20 en 5 x 4 y dividiendo 
endremos: 


- 18 es divisible entre 18 
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CASOS ESPECIALES 
1. Factorizar 15x*-— 111? —12, 
Multiplicando por 15: (15x?)?— 11(15x?) - 180 
Descomponiendo este trinomio, el primer término de cada factor será la raíz cuadrada 
de (15x*)? o sea 15x” — (15x?— 20)(15x? +9) 


Dividiendo entre 15: AMA e +3) R. 


2. Factorizar 12x*y? + xy — 20. 
Multiplicando por 12: (12xy) + 1(12xy) - 240 
Factorizando este trinomio: (12xy + 16)(12xy — 15) 


Dividiendo entre 12: (00 - ay +44 5) R. 


3. Factorizar 6x? — 11ax— 10a?, 


Multiplicando por 6: (6x)?— 11a(6x) — 602? 
Factorizando este trinomio: (6x — 15a) (6x + 4a) 


Dividiendo entre 6: Er cabo =(2x-—5a)(3x+2a) R. 


4. Factorizar 20 — 3x — 9x?. 
Ordenando el trinomio en orden descendente respecto de x: —9x” — 3x + 20 
Introduciéndolo en un paréntesis precedido del signo —: —(9x? + 3x — 20) 
Multiplicando por 9: —[(9x)? + 3(9x) — 180] 
Factorizando este trinomio: —(9x + 15) (9x — 12) 
Dividiendo entre 9: “BLOI%)= (8 +5)(3:4) 
Para que desaparezca el signo — de este producto, o sea para convertirlo en +, hay 
que cambiar el signo a un factor, por ejemplo, a (3x — 4), que se convertirá en (4 — 3x), 
y tendremos: 


EJERCICIO 101 


ÁLGEBRA + BALDOR 


CASO VIII 
CUBO PERFECTO DE BINOMIOS 


150 ) En los productos notables (90) se vio que: (a - b)?=a* - 3a%b + 3ab* — b* 


(a + b)?=a* + 3a%b + 3ab? + b* 


Lo anterior nos dice que, para que una expresión algebraica ordenada con respecto a 
una letra sea el cubo de un binomio, tiene que cumplir las siguientes condiciones: 


1) Tener cuatro términos. 
| 2) Que el primero y el último términos sean cubos perfectos. 


| WR 3) Que el segundo término sea más o menos el triple del cuadrado de la raíz cúbica del 
primer término multiplicado por la raíz cúbica del último término. 


4) Que el tercer término sea más el triple de la raíz cúbica del primer término por el 
cuadrado de la raíz cúbica del último. 


Si todos los términos de la expresión son positivos, la expresión dada es el cubo 
de la suma de las raíces cúbicas de su primer y último términos, y si los términos son 
alternativamente positivos y negativos la expresión dada es el cubo de la diferencia de 
dichas raíces. 


151 ) RAÍZ CÚBICA DE UN MONOMIO 
La raíz cúbica de un monomio se obtiene extrayendo la raíz cúbica de su coeficiente y 


dividiendo el exponente de cada letra entre 3. 
Así, la raíz cúbica de 8a*b* es 2ab*. En efecto: 


(2ab?*)* = 2ab* x 2ab? x 2ab? = 8a*b* 


152 ) HALLAR SI UNA EXPRESIÓN DADA ES EL CUBO DE UN BINOMIO 


1) Hallar si 8x* + 12x? + 6x + 1 es el cubo de un binomio. 
Veamos si cumple las condiciones expuestas antes. La expresión tiene cuatro términos. 


La raíz cúbica de 8x* es 2x. 
La raíz cúbica de 1 es 1. 


3(2x)*(1) = 12x?, segundo término. 
3(2x)(1)? = 6x, tercer término. 


Cumple las condiciones, y como todos sus términos son positivos, la expresión dada es 
el cubo de (2x + 1), o de otro modo, (2x + 1) es la raíz cúbica de la expresión. 


NX EJEMPLOS 
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] 
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2) Hallar si 8x* + 54x?y* — 27y* — 36x*y? es el cubo de un binomio. 
Ordenando la expresión, se tiene: 8x* — 36x “y? + 54x%y* — 27y? 
La raíz cúbica de 8x” es 2x? 


E 9 La raíz cúbica de 27y* es 3y* 
La expresión tiene cuatro términos: 
ls 3(2x2)*(3y*) = 36x*y*, segundo término 


3(2x*) (3y*)? = 54x*y", tercer término 


y como los términos son alternativamente positivos y negativos, la expresión dada es el 
cubo de (2x? — 3y*). 


FACTORIZAR UNA EXPRESIÓN QUE ES EL CUBO DE UN BINOMIO k 153 
. un 
1) Factorizar 1 + 12a + 48a? + 64a*. = 
Aplicando el procedimiento anterior vemos que esta expresión es el cubo de (1 +4a); a 
luego: = 
1+12a + 482 + 642 =(1 +43) A. 4 
2) Factorizar a? — 18a%b* + 1084%b'" — 216b'", pr 
Aplicando el procedimiento anterior, vemos que esta expresión es el cubo de (a? — 6b*); 
luego: 
a? - 188% + 1082" - 216b'"= (a - 60 R. 
Factorizar por el método anterior, si es posible, las expresiones siguientes, ordenándolas pre- S 
viamente; o 
1. al +32? + 3241 12. 8+36x +54x? + 271% o 
2. 27 -27x+9x*-x 13. 8-12? -6a*-a' O 
3. m+3m0+3m0* +0 14. a +38'b*+32%b" +19 ES 
4. 1+32?-32-a? 15. 9 9xy* +27" - 27y* Mm) 
5. 8+122? +64 +2? 16. 64x" + 240x%y + 300xy* + 125y* 
6. 125 +1+75x* + 15x 17. 216-7564? + 882a* - 343a* 
7. Ba? - 362% + 54ab? — 27b* 18. 125x"? + 600x*y* + 960x*y"" + 512y" 
8. 27m*+108m%n + 144mn* + 64n? 19. 34?+1+32+a" 
9.3 +3x +1 20. m*-3am'n + 324mn*- an? 
10. 1+12a?b — 6ab - 8a*b* 21. 1+18a?b* + 108a*b* + 216a%* 
11. 1252* + 1502% + 60ab* + 8b* 22. 64x* - 125y* - 240x*y* + 300x*y* 
CASO IX 
SUMA 0 DIFERENCIA DE CUBOS PERFECTOS 
z Pis sa a 2 
Sabemos (94) que: =P y 8 bd (154 


y como en toda división exacta el dividendo es igual al producto del divisor por el cociente, 
tendremos: 

Prb=(a+b)(a-ab+b? (1) 

2 -b=(a-b) (a? +ab+b% (2) 


— 

a 

an 
me 
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EJERCICIO 103 


ÁLGEBRA = BALDOR 


La fórmula (1) nos dice que: 

REGLA 1 

La suma de dos cubos perfectos se descompone en dos factores: 

1) La suma de sus raíces cúbicas. 

2) El cuadrado de la primera raíz, menos el producto de las dos raíces, más el cuadrado 
de la segunda raíz. 
La fórmula (2) nos dice que: 

REGLA 2 

La diferencia de dos cubos perfectos se descompone en dos factores: 


1) La diferencia de sus raíces cúbicas. 
2) El cuadrado de la primera raíz, más el producto de las dos raíces, más el cuadrado de 
la segunda raíz. 


EACTARBIZADR MUNA SUMA A NUMA MIEERENFS E PFURNC DEBEEFTNC 
FACTORIZAR UNA SUMA O UNA DIFERENCIA DE CUBOS PERFECTOS 


1) Factorizar x" +1. 
La raíz cúbica de x* es x; la raíz cúbica de 1 es 1. 
Según la Regla 1: 
+1= (+ 1)bé=x (1) 419 = + 1)0-x+1) R. 
2) Factorizar a? — 8. 
la raíz cúbica de a* es a; la de 8 es 2. Según la Regla 2: 
a - 8=(a-2)[a? + 2(a) +29] = (a- 2)(a?+22+4) R, 
3) Factorizar 27a* + b*. 
La raíz cúbica de 27a* es 3a; la de b' es b?. Según la Regla 1 tendremos: 
27a* + b* = (3a +3)1(3a)* - 32 (0?) + (b3*] = (3a + b*)](92? —Jab*+b*) R. 
1) Factorizar 8x* - 125. 
La raíz cúbica de 8x' es 2x; la de 125 es 5. Según la Regla 2 tendremos: 


8x* — 125 = (2x — 5)1(2x)* + 5(2x) + 5?] = (2 141% +10r +25) R. 
5) Factorizar 27m* + 64n*, 
27m" + 64n* = (3m* + 4n)(9m* - 12m 'n* + 1605) R. 

Descomponer en dos factores: 

11? 1y-1 13. 2747 -—p? 19. 8 -27y* 

21-24 8. 8-1 14, 64 +2 20, 1+343n* 

14 y 9. 1-8x 15. a? —125 21. 64a*-— 729 

4 m-p 10. 427 16. 1-216m* 22. aby 

5. a -1 1.2 +27 17. 82? + 27b* 23. 512+274* 


5 y +1 12, 8 + y? 18. x* —b* 24, -8y" 
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CASOS ESPECIALES 


1. Factorizar (a +b)*+1. 
La raíz cúbica de (a + b)* es (a + b); la de 1 es 1. Tendremos: 
(a+b)+1=[(a+b) + 1] [(a +b)- AA 
= (a+b+1)(a*+2ab + b*-a-b+ 1 
2. Factorizar 8 — (x— y). 
La raíz cúbica de 8 es 2; la de (x— y) es (x— y). Tendremos: 
8 - («-yP=[2- 112% +2(x-y) + (xy) 
=(2—x+y)(4 + 2x - 2y +1 - 2xy + y?) R. 
3. Factorizar (x+ 1)? + (x- 2)*. 
+ 17 +(«—2)'= [(0+ 1) + (0 2)] (c+ 1)" (0+ 1) 2) + (x- 2)] 
= (+ 1+x-2)(0 +2 +11 +x+2+x*— 4x + 4) 
(reduciendo) = (2x — 1)? -x+7) R. 


4. Factorizar (a — b)'— (a +b)'. 
(a — by - (a + by = [(a —b) — (a +b)] [(a — b)? + (a— b)(a +b) + (a + b)] 
= (a-b-a-—b)(a? - 2ab +b*+a?—b?*+a?+2ab + b?) 
(reduciendo) = (-2b)(34? +b%) R. 


EJERCICIO 104 


CASO X 
SUMA 0 DIFERENCIA DE DOS POTENCIAS IGUALES 
En el número (95) establecimos y aplicando el teorema del residuo (102), probamos que: kí 156 


L. a” —b” es divisible entre a — b cuando n es par o impar. 
IL a” +b” es divisible entre a + h cuando n es impar. 
ll. a? —b” es divisible entre a + hb cuando 1 es par. 
IV. a” + b” nunca es divisible entre a + b ni entre a — b cuando n es un número par. 


Además, vimos la manera de hallar el cociente cuando una división es exacta. 
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157 ) FACTORIZAR UNA SUMA O DIFERENCIA DE POTENCIAS IMPARES IGUALES 
uN 
S 1) Factorizarm*+n*. 
a: Dividiendo entre m + (96, 4% los signos del cociente son alternativamente + y —: 
An 55 
3 TM mM -mn+mn- ma + nt 
¡EN ] m>*+n 
al luego m+n=(m+n)m'- mn + min? - mn +4 R, 
2) Factorizar x? + 32. 


Esta expresión puede escribirse x* + 2*. Dividiendo entre x + 2, tenemos: 


AA) 22 


x+2 
O sea 482 0x3 + 4x2 8x +16 
x+2 
luego Xx +32 =(x + 2)(x"- 2 8x+16) R. 


Factorizar a* — b*, 
Dividiendo entre a — b (96, 4%) los signos del cociente son todos +: 


o 


5_p5 
Era aor aora +0 


luego a—-bi=(a-bjla'+ab+abi+ab*+b*) Ro. 


Factorizar x” — 1. 
Esta expresión equivale a x” — 1”, Dividiendo entre x — 1, se tiene: 


— 


E EXA PR) (15) +1 


1 
0 sea El 


luego i=M trad +1) R 


NOTA 


Expresiones que corresponden al caso anterior x” + y” 0 x” — y” en que n es impar y 
múltiplo de 3, como + y, xy? xP yo, 0 y? 05 + y, 05 — y", pueden des- 
componerse por el método anteriormente expuesto o como suma o diferencia de cubos. 
Generalmente es más expedito esto último. Las expresiones de la forma x” — y” en que n 
es par, como x* — y*, x* — y%, x? — y? son divisibles entre x + y o xy, y pueden descom- 
ponerse por el método anterior, pero mucho más fácil es factorizarlas como diferencia 
de cuadrados. 


pu 


, 
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Factorizar: 

1.2+1 5. m'-p 9. +128 13. 14x 17. x" + 32y* 

2. a5-1 6. a? +243 10. 243-32b7 14, x-y 18. 1+128x* 
3.1 7. 32-m' 11. ad+pic? 15. a' + 2,187 

4a+b 8. 1+249x 12. m-ax 16. 1-128a' 

MISCELÁNEA SOBRE LOS 10 CASOS DE DESCOMPOSICIÓN EN FACTORES 

Descomponer en factores: 

15%+a 40. 1+(a—3b)* 80. xó— 4x* — 480 

2. m4 2mx+x 4.4 x*+25 81. ax—bx+b-a-—by+ay 
3. a2+a-ab-—b 42. a" -28a* +36 82. 6am-—3m-2a+1 
4.36 . 343 + 8a? 83, 15+14x —8x* 

5. 9 — 6xy + y? 12a*bx — 15a*by sm. arar 

6: 3x4 x+2xy -15y? 85, 2x(a-1)-a+1 

7. 6 -x-2 Sam - 4an - 2n + 3m 86. (m+n)(m—n) + 3n(m—n) 
8. 1+x 81a* - 4b*%? 87. a -b+2b%x* - 22? 

9. 274 -1 16 - (2a+b) 88. 2am-3b-c-cm—3bm+2a 
10. 5+m$ 20-x-x 


11. ad - 3a%b + 5ab? 

12. 2xy — 6y + x2 — 3Z 

13. 1-4b + 4b? 

14. 4 43xy? 4 y! 

15. *-6xy'+y* 

16. a?-a-30 

17. 15m*+11m-14 

10. aé+1 

19. 8m* - 27y* 

20. 16a? — 24ab + 9b* 

2 1+8! 

22. 8a* -12a*+6a-1 

23. 1-m 

24. x "4 4x?-21 

25. 1252% +1 

26. a? +2ab+b*-m? 

27. 8a*b + 164 b -24a*p? 

ES NES | 

29. 6x* + 19x 20 

30. 25x* - 81y* 

31. 1-m 
a+ 2xy +y*+ 22b-—b* 
.21mMn-7m*n?*+7mn* — 

7m*n 


n+n-42 


1+216x% 

x-— 64 

x—64x 
18ax y" - 36x y" — 54x y? 
492*b? - 14ab +1 
(+1) -81 

a -(b+cr 
(m+n)-6(m+n) +9 
7 + 31x-20 

9a* + 634 - 454? 
ax+a—-x-1 

. 81x* + 25y? — 90x*y 
54. 1-270*+b' 

65. maimn+n 

66. c*- 40* 

67. 15 — 15 + 20x? 

50. a—x*-a—x 

69, x' —8x? 240 

70. 6m*+7m?- 20 

71. 9? + 4a?- 12an 

7 2+2 

73. 7a(x + y — 1) -3b(x + y -1) 


EEE ERES 


3Ñ 


 aqx+ 1) -b(x+1) +0(x+1)74. x?+3x-18 


. la 

. b?+12ab + 362? 
38. x*+4x*-77 
39. 15x'-17x-4 


32 

33 

34 

35. 4+4(x— y) + (xy) 
36 di 

37 


75. (a+m) - (b+n) 

76. + 6x*y + 12xy? + 8y? 
77. 8a?— 22a-21 

78. 1+18ab + 81a*b* 

79. 4a*-1 


22141 
89. Xx +3 


2 -d*+n*-c-2an-2cd 90. 44% -—p" 


91. 81% — (a +x)* 
92.2+9-62-16x 

93. 92? —x*-4+4+4x 

94. 9x*—y*+3x-—y 

95, x”-X-72 

96. 36a* - 120a*b* + 49b* 

97. 2—m-9n*-6mn+4ab+4b* 


— 420 
98. 1 y? 


99. 81a? + 64b" 
100. 49x?—77x +30 
101. x?— 2abx- 358?p* 
102. 125 -225x? + 135x — 27 
103. (a - 2)? - (a+ 3) 
104. 4a3m + 122% — 5bm - 15bn 
105. 1+6x7 + 9x% 
106. a* + 34% — 40b? 
107. m+80d 
108. 1 —9x? + 24xy — 16y? 
109. 1+11x+24x? 
110. 9xy* - 27y* — gy? 
111. (a? +b?-c*? - 9ry? 
112, 8(a+1)-1 
113. 100x'y' - 121m* 
114. (+1) +5(2? +1) -24 
115. 1+1,000x* 
116. 492? — x? — 9y? + 6xy 
117. x* -y?+4x" + 4 -4yz- 47? 


a] 


1 
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118. al — 64 126. 8a%x + 7y + 21by — 7ay — Baix + 24a*bx 
19. a +x 127. x'+11x— 390 
120. a* — 3a%h — 54p*? 128. 7 + 33m-10m* 
121. 165 +4x-—x? 129. 4(a+b)*-9(c +d)* 
12 a +2+1 130. 729 - 125x*y" 
123. £-E 131. (x+y +x+y 
a 132. 4— (a? +b*) + 2ab 
124. 16x? +2 133. -y+x-y 
125. adb' + 42%? — 96 13, 4-0 
COMBINACIÓN DE CASOS DE FACTORES 
158 ) DE DESCOMPOSICIÓN DE UNA EXPRESIÓN ALGEBRAICA EN TRES FACTORES 
DN E 2 
a 1 ) Descomponer en tres factores 5a*— 5. 
a Lo primero que debe hacerse es ver si hay algún factor común, y si lo hay, sacar dicho 
factor común. 
— Así, en este caso, tenemos el factor común 5, luego: 
Lu 2 2 
á 5a* -5=5(a*-1) 


pero el factor (a? — 1) = (a + ne” 1), Juego; 
52? -5=5(a+1)(8-1) R. 
donde vemos que 5a? — 5 está descompuesta en tres Fedor. 
») Descomponer en tres factores 3x* — 18x*y + 27xy?. 
Sacando el factor común 3x: 
3x* — 18x*y + 27xy? = 3x1? — 6xy + 9y?) 


pero el factor (x? — 6xy + 9y?) es un trinomio cuadrado perfecto que descompuesto da 


(x? — 6xy + 9?) = (x — 3y)?, luego: 


3 - 18xy + 27xy?=3x(x-3y" R. 
3) Descomponer en tres factores x' — y”. 
Xy =(6+ y) (é—y) 
pero Ly") = (e+ y) y), luego: 
xy =( + yyy RA. 


4) Descomponer en tres factores 6ax? + 12ax — 908. 
Sacando el factor común 6a: 
Gax? + 12ax — 90a = 6a(u? + 2x - 15) 
pero (x? + 2x— 15) = (x+ 5) 3), luego, 
Bax? + 12ax — 90a =6a(x + 5)x-3) R. 
5) Descomponer en tres factores 3x* — 26x? — 9. 
Factorizando esta expresión: 3x*- 26x? — 9 = (3x* + 1)? — e) 


= (UN 1 x + 3) 
6) Descomponer en tres factores 8x? + 8. 
8x7 + 8 =8(x* + 1) 
=8 o Y X 4 J R. 
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7) Descomponer en tres factores 


S—+-2-8. 


8) Descomponer en tres factores 


X—4x—x*+4. 


Descomponer en factores: 


1. 3ax?- 3a 
LI —3=06 
3. 22% — 4abx + 20% 


- dabn +an? 
9.34 

1. -a—-a+1 

11. 2ax” — 4ax + 2a 
12. -x+xy- ml 

13. 247 + 62?— 

14. 16 — Pe 36xy' 
15. 3% — xy - 3xy? + y? 
16. 5a* + 58 


20. a+ oa + 25ax 
MATOS 


DES! COMP OSI( IÓN 


MW uo“ 


22. m*+3m*- 16m- 48 
23. Y -6x y + 12xy* - By? 
24. (a +b)a- b?- (a? —b?) 
25, 32ax- 482*bx + 18ab*%x 
MO NES 

27. 4x” +32x- 36 

28. a -(a+2) 

29. x*- 25 54 

30. a +a 

31. adb+2a*bx+abx* —aby* 
32. 3abm? - 3ab 

33. 81x y + 3xy* 

34. 2'-4+9-1 

35. x—34* —18x 

36. 6ax— 2bx+ 6ab - 2b* 


a'- 8a+a"-8 = (a —8a) + (2? 8) 
a(a* — 8) + (a? — 8) 
ple La 


4x4 4 = sl 4x) - (4 


E 


AA Pei: +y(a +1) 
ax— ab%x + 2ay — 8by 
45ax 20a* 
. al - (a-12) 
A e | 
49. 2x' + 6x7 — 56x? 
es 304? — As 50 
51. 9x y) - (xy) 
52. 6atx — 9a*— pes 
53. 64a —1252* 
54. 70x* + 26x* - 24x? 
55. a' + 6a* - 552? 
56. 16ab —56a*b* + 49ab* 
57. 7x* + 324%" - 158 'x? 


37. am*-—7am*+12am SP 
38. at — da? 59. 2x' + 5x* — 54x — 135 
39. 28 y - 7xy* 60. ax +ax'y +axy? — 2ax 
40. 3abx?—3abx— 18ab - 2axy - 2ay* 
41. x*-8x*-128 61. x+y*-1 
42. 18x*y + 60xy? + 50y? 62. 347 + 3a* + 3a 

NA EXPRESIÓN ALGEBRAICA EN CUATRO FACTORES 


) Descomponer en cuatro factores 2x* — 32. 


2x' - 32 =2(x* — 16) 


= 206 +4)0é 4) 


— 4 
= 2 (1 m O 


2) Descomponer en cuatro factores a* — b', 


Esta expresión puede factorizarse como diferencia de cuadrados o como diferencia de 


+2)(x — 2) 


cubos. Por los dos métodos obtenemos resultados idénticos. 
Factorizando como diferencia de cuadrados: 


a? —b?= (a? +b?) (a"- ña 


(factorizando a* +b* y a? — b*) = (a + bj(a? - al 
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Factorizando gr pri de cubos: 
-b*=(a?—p?) (a* + ab +b') 


== 0) 


— [ IN 4 318 
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1 
1” 


(al + a?b? + b*) se descompone como trinomio cuadrado perfecto por adición y 


sustracción). 


El resultado obtenido por este método es idéntico al anterior, ya que el orden de los 


factores no altera el producto. 


3) Descomponer en ao factores x* — 13x? + 36. 


e 
Fx +2 


— 13x2 + 36 = (e 9) (e 


pol 9y-4)= (x + 3) R. 
) Descomponer en cuatro factores 1—18x* + 81x. 
1-18x? + 81x"= (1- 9x7) 
(actorzando 19) = [(1 + 39(1 — sol 
5) Descomponer en cuatro factores ae. 0 + 32x — 8. 
4 — 1 + 32x? — 8 =(4x% — 10) + (321% - 8) 
=£ a pd: + 8(4x? — 1) 
= (4x? — 100 Ea 
(factorizando 4x*—1 yx? +8) = (2 + 1)(2 x+2)0-2x+4) R. 
j) Descomponer en cuatro factores x* — 25x* — 54x, 
Xx? —25x 5 — 541? =x*(x" — 25x? — 54) 
sn NE + 2) 
(factorizando x* — 27) = 3 9w1+2) R. 
Descomponer en cuatro factores: 
11-92 14.4 -ab—ab+p 21. 1—ato? 
22-1 as o 28. 5ax* + 10ax? — Sax — 10a 
3. X"—41x? + 400 — 252 + 144 29. ax +py bx? ay 
4. a -2ab?+b' Ps e AS zar r+x-2 
5. + —2x 18. a +24 -a?- 31. a'+a*- 9-9 
6. 2x1 +6x —2x-6 19, 1-24 +4 32. ae +rax—62?-x-x46 
7. 3x' — 243 20. m*-729 33. 16m'- 25m*+9 
8. 16x"- ax y? y 21. X5-X 34. 3abx? — 12ab + 3bx* - 12b 
9, 9x +9xy — -X* xy 2 Er + ty? y? 35. 32m + 9am — 30m + 3a* 
10. 12ax" 5 33ax? — 9a 23. ab—ab?-atb*+ab' + Ya — 30 
11. e y? 24. 5a*- 3,125 36. ax - sax +62 +1? -5x+6 
12-78 25. 920/2042) 3 37. xx y?) - (2x- 1)0é - y?) 
13. 64 xP 2 o + 2ax" - 8a* — 164 se abr o Sac) 
Descomponer en cinco factores: 
1. x-xy? 6. 2a*-2a?- da? — 2a%b? + 2ab* + 4b? 
2. 40% +144x 7. Xx +5 —81x? — 405x 
a a+ ae aah? B. 3-32 
4. 4 -8x*+4 3 sala - 2ax+x?) -a + 22% ax? 
5. a —ab* 10. +x'-81 -81 
Descomponer en seis factores: 
11.x"-x 13. 4 —x+ ax —x 
12. 3x* — 75x' — 48x? + 1,200 14. (a? — ax) - 82x? + 81) 


— 
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DESCOMPOSICIÓN DE UN POLINOMIO EN FACTORES á 160 
POR EL METODO DE EVALUACIÓN 


En la Divisibilidad entre x— a (101) hemos demostrado que si un polinomio entero y racional 
en x se anula para x=a, el polinomio es divisible entre x— a. Aplicaremos ese principio a la 
descomposición de un polinomio en factores por el Método de Evaluación. 


1) Descomponer por evaluación x* + 2x? —x— 2. 
Los valores que daremos a x son los factores del término independiente 2 que son +1, 
1, +2 y —2. Veamos si el polinomio se anula para Xx =1,X =-1,Xx=2, x=-—2 y si se 
anula para alguno de estos valores, el polinomio será divisible entre x menos ese valor. 
Aplicando la división sintética explicada en el número (100) y (101, ej. 3), veremos si 
el polinomio se anula para estos valores de x y simultáneamente hallamos los coeficien- 
tes del cociente de la división. En este caso, tendremos: 


Y EJEMPLOS 


x=1 +1 1 +2 -1 —2 Coeficientes del polinomio 
1x1=+1 3x1=+3 2x1=+2 
1 +3 +2 0 Coeficientes del cociente 
El residuo es 0, o sea, que el polinomio dado se anula para x= 1, luego es divisible entre 
(x-1). 


Dividiendo x? + 2x? —x-— 2 entre x— 1 el cociente será de segundo grado y sus coeficien- 
tes son 1, 3 y 2, luego el cociente es x? + 3x + 2 y como el dividendo es igual al producto 
del divisor por el cociente, tendremos: 


+2 —x-2=(x- 1) + 3x +2) 
(factorizando el trinomio) = (x — 1) + 1)00+ 2) Ra. 


2) Descomponer por evaluación: x* — 3x?— 4x + 12 
Los factores de 12 son: + (1, 2, 3, 4, 6, 12). 


PRUEBAS 
x=1 +1] 1 3 -4 +10 "comas 
A A E ER E pis 

1 —2 -6 +6 

El residuo es 6, luego el polinomio no se anula para x= 1, y no es divisible entre (x— 1). 

ETA 3 4 +12 Coeficientes 

1x (1) =-1 (4) x (1) =+4 0x(1)= 0  “Wpomomo 

1 4 0 +12 


El residuo es 12, luego el polinomio no se anula para x= —1 y no es divisible entre 
X-(-1)=x+1. 


2 2 ES 4 +12 
1x2=+2 — (51)x2=-2 (6) x2=-12 
1 1 53 ies 


del cociente 
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El residuo es 0, luego el polinomio dado se anula para x= 2 y es divisible entre (x— 2). 
El cociente de dividir el polinomio dado x* — 3x? — 4x + 12 entre x — 2 será de segundo 
grado y sus coeficientes son 1,1 y -6, luego el cociente será x? —x — 6. 
Por tanto: 
Xx —3x*-4x + 12= (Xx 10 de o 
(factorizando el trinomio) = (x — 2)(x — 


Descomponer por evaluación x* — 11x? — 18x — 8. 

Los factores de 8 son: + (1, 2, 4, 8). 

Al escribir los coeficientes del polinomio dado hay que poner cero en el lugar correspon- 
diente a los términos que falten. En este caso, ponemos cero en el lugar correspondiente 
al término en x? que falta. 


PRUEBAS 
e, A PS Y 0 AE Coeficientes del polinomio 
+1 +1 310  -28 
1 +10 -—28 -—36 no se anula 


lla $ 0 Ho de 
1 +4 +0 + 
=> <M 8 Ú Coeficientes del cociente 


Se anula para x =-—1, luego el polinomio dado es divisible por 
Xx (41) =x+1 
El cociente de dividir x* — 11x?— 18x — 8 entre x + 1 será de tercer grado y sus cogfi- 
cientes son 1, a, -10 y, luego el cociente será xi —x? — 10x - 8. 
Por tanto: x* — 111? — 18x — 8 = (x + 1)( —x? - 10x- 8) (1) 
Ahora vamos a descomponer x* — x? — 10x — 8 por el mismo método. 
El valor x= 1, que no anuló al polinomio dado, no se prueba porque no puede anular 
a este polinomio. El valor x=—1, que anuló al polinomio dado, se prueba nuevamente. 
Tendremos: 
i] y A 8 
1 +2 +8 
2  -— 0 Coeficientes del cociente 
Se a para x =-1, luego x? — x? — 10x — 8 es divisible entre x + 1. El cociente será 
x? — 2x - 8, luego 
XxX —x*-10x-—8= (x +1) (1? - 2x8) 
Sustituyendo en (1) este valor, tenemos: 
x*-11x* - 18x -8= (x + 1)(0+ 1)p - 2x8) 
(factorizando el trinomio) = (x + 1)(x + poi ee +2) 
R. 


=(x + 1)" 


Descomponer por evaluación x" — x*—7x*-—7x?+22x +24. 
Los factores de 24 son: + (1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24). 


DESCOMPOSICIÓN FACTORIAL 


PRUEBAS 
x=1  H] 1 4 7 7 422 +24 Cosfcienes 
EE AO + A E del polinomio 
1 0 —7 -—14 +8 +32 no se anula 


IE ES TS O E 
A + +5 +2  -—24 
TE | per 0 Coeficientes 
S : ; del cociente 
Se anula parax=-1, luego es divisible entre x-+1. El cociente seráx*-2x-5x?-2x+24, 
luego: 
E—x*-1 7x7 + 22x + 24 = (x+ 1) (* -2x? - 5x? — 2x + 24) (1) 


Ahora descomponemos x* — 2x* — 5x? — 2x + 24, Se prueba nuevamente x=-1. 


x=-1 A] E A O Coeficientes 
A Legion 
1 —=3 —2 0D +24 no se anula 
+2] A A 
+2 0 10 -24 
M ñ 10 Í Coeficientes 
del cociente 


Se anula para x= 2, luego x* — 2x* — 5x” — 2x + 24 es divisible entre x— 2 
El cociente es y? — 5x — 12, luego: 


X- 2 —5x? — 2x +24 = (x — 2) (0 — 5x— 12) 
Sustituyendo esta descomposición en (1), tenemos: 
EXT 7 +22x +24 = (x +1) 2)( —-5x 12) (2) 


Ahora descomponemos x* — 5x — 12. Se prueba nuevamente x = 2, y se pone cero en el 
lugar correspondiente a la x*, que falta. Tendremos: 


x=2 +2 1 0 $ 2 Coeficientes 
Jo 4 2 ni 
1 +2 A  -14 no se anula 
=p! * 2] 1 0 5 -2 
—2 +4 +2 
1 —2 A  -—10 no se anula 
+9] 1 A 
+3 +9 +12 
) Coeficientes 
' del cociente 


Se anula para x= 3, luego x* — 5x — 12 es divisible entre x — 3. El cociente es x? + 3x + 
4, luego: 


—5x-12=(x-3) (0 +3x+ 4) 
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Sustituyendo esta descomposición en (2), tenemos: 
A —7x 7 + 22x + 24 = (1 + 1)(x — 2)( + DS 
(El trinomio x? + 3x + 4 no tiene descomposición.) 


Descomponer por evaluación 6x* + 19x* — 59x* — 160x? — 4x + 48. 


Los factores de 48 son: + (1, 2, 3, 4, 6, 8,12, 16, 24, 48). 
Probando para x= 1,x=-—1, Xx=2, veríamos que el polinomio no se anula. 
Probando para x =-2: 


2 850 Y 0 4. «8 pp 
12 14 +146 +28  -48 ed 

+ si A Coeficientes 

del cociente 


Se anula, luego: 
6x" + 19x* — 59x* - 1601” — 4x + 48 = (x +2) (6x' +7x?-73x?-14x+24) (1) 


Ahora descomponemos 6x' + 7x* — 73x? — 14x + 24. Probando x =-2, veríamos que no 
se anula. Probando x=3. 


+9| 6 +1 73 =14 42 Hope 
+16 315 +6 —M pon 

p0! e 2 . Coeficientes 

del cociente 


Se anula, luego: 
6x* +7: -73x* - 14x +24 = (x — 3)(6x* + 25x? + 2x — 8) 
Sustituyendo esta descomposición en (1): 
6x* + 19" - 5917 — 160x? — 4x + 48 = (x + 2)(x— 3)(6x +25x"+2x—8) (2) 
Ahora descomponemos 6x* + 25x? + 2x — 8. 


X=3 no se prueba, aunque anuló al polinomio anterior, porque 3 no es factor del término 
independiente 8. 


Si probamos x = 4, veríamos que no anula a este polinomio. Probando x =-4: 


4] 6857 at rica 
4 A a 

E 0 Coeficientes 

del cociente 


Se anula, luego: 
0% +25x* + 2x — 8 = (x +4) (6x? +x-— 2) 
Sustituyendo esta descomposición en (2), tenemos: 


6x* + 19x* — 59x* — 160x? — 4x + 48 = (x + 2) (x— Pd 2) 
(factorizando el trinomio) = (Xx + 2) (x — 3)( 1x4 2)(2x—1) R. 
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Descomponer por evaluación 3a* — 472? - 21a* + 80. 

Al escribir los coeficientes tenemos que poner cero como coeficiente de los términos en 
2, en al y en a, que faltan. 

Haciendo a=1,a=-1,a=2, a =-—2 veríamos que el polinomio no se anula. 


Probando a =4: 
2=4 Hg 3 0047 0 2-00. 
a AA A A 


341. 3-2 p  Cseficientes 
del cociente 


Se anula, luego: 

34? — 474! - 212? + 80 = (a- 4) (3a+12a*+24+4a?- 52-20) (1) 
Para descomponer el cociente, si probamos a = 4 veremos que no se anula. 
Probando a = 4: 


EA A A A Coeficientes 
12 0 4 0 +20 del polinomio 

3 0 +*$ PRE soc 

del cociente 


Se anula, luego: 
3a* + 12a' +4? + 4a? — 52 — 20 = (a + 4) (3a* +4? 5) 
Sustituyendo en (1): 
3a* - 472 — 212? + 80 =(a-4) (a+ 4) (3a'+2?-5) R. 
(El trinomio 3a* + a? — 5 no tiene descomposición.) 


Descomponer por evaluación: 


He 
1 —2x 131% 14x +24 

. al - 1522-1032 +24 
.n*-27n?-14n+120 
-X+6x7+3x+140 

. 8a* - 184? - 754% + 462 + 120 


— 
SO napa 


| 104=204-=75 

Ar +x+6 18. 15x* + 94” — 5x? — 164x + 60 
a -32- de 212 19. -21x +10 + 108x144 
m-12m+16 . 23-62 + 1122 +96 


2 —x*-18x +9 
a+ 18228 


Ax” +3x*-— 108x* — 25x* + 522x + 360 
n*—30n* - 25n? — 36n — 180 


A E) 6 —13x' - 81 + 112 + 180x— 144 
n-7n+6 P—2+x 25 
6 +32 27813912 


+ 2x 15% —3x* —6x+ 45 

+ 6 + dx 42x 7 — 113x*— 108x — 36 
a*-32a*+ 182% + 2479? — 1622 — 360 

Xx —41x* + 184x?— 144 
2x*-101-34x4+148x"+224x?—424x-480 
a —8a?+6a*+ 103a* — 3442? + 3962 - 144 
201 —2x* + 64x* + 40x?— 128 


6x7 + 23x? + 9x — 18 
x-4 +31 + 4x4 
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capíruLo XI 


Máximo común divisor 


161 ) UN de dos o más expresiones algebraicas es toda 

expresión algebraica que está contenida exactamente en cada una de las primeras. 

Así, x es divisor común de 2x y x?; 5a*b es divisor común de 10a*b* y 15a*b. 

Una expresión algebraica es prima cuando sólo es divisible por ella misma y por la 
unidad. 

Así, a, b, a + b y 2x— 1 son expresiones primas. 

Dos o más expresiones algebraicas son primas entre sí cuando el único divisor común 
que tienen es la unidad, como 2x y 3b;a+bya—x. 


162) | de dos o más expresiones algebraicas es la expresión alge- 
braica de mayor coeficiente numérico y de mayor grado que está contenida exactamente 
en cada una de ellas. 

Así, el m. c. d. de 10a%b y 20a* es 10a?; el m. c. d. de 8a%7?, 24an* y 40a7n*p es Ban”, 


MÁXIMO COMÚN DIVISOR 


I. M.C. D. DE MONOMIOS 


DENIA 
HELL 


Se halla el m.c. d. de los coeficientes y a continuación de éste se escriben las letras 
comunes, dando a cada letra el menor exponente que tenga en las expresiones dadas. 


1) 


Hallar el m. c. d. de ax? y 3a*bx. 
El m. c. d. de los coeficientes es 1. Las letras comunes son a y x. Tomamos a con su me- 
nor exponente: a? y x con su menor exponente: x; la b no se toma porque no es común. 
El m. c. d. será 
3 e 7 R. 

Hallar el m. c. d. de 36a”b*, 48a*b*% y 602'b'm. 
Descomponiendo en factores primos los coeficientes, tenemos: 

36a%b*=2*? . 3? . ap 

48abc=2*. 3 - abie 

60'bim=2* 3-5 - abim 
El m. c. d. de los coeficientes es 2* - 3. Las letras comunes son a y b. Tomamos a con 


su menor exponente: a? y b con su menor exponente: b*; c y m no se toman porque no 
son comunes. Tendremos: 


m.c.d.=2.3-40=122% A. 


Hallar el m. c. d. de: 

1. ax, ar 8. 12x*yz*, 18xyz, 24 yz? 

2. ab*c, a”bc 9. 28a%b%0*, 352 b'0*, 42a*b*c* 
3. 2xy, y 10. 72x%y2*, 96 y?2*, 120 yz" 

4. 6a%b*, 152%* 11. 42am*n, 56m n*x, 70m ny 

5. 8am'n, 20x m? 12. 75a%b%?, 1509 *b"x?, 22540 y? 
6. 18mn?, 272 m*n* 13. 4a*%b, 8aib?, 22”bc, 10ab*c? 

7. 152%b%c, 24ab*x, 36b'x? 14. 382%x*y*, 76mxly”, 95x y? 


Il. M. C. D. DE POLINOMIOS 


Al hallar el m. c. d. de dos o más polinomios puede ocurrir que los polinomios puedan fac- 
torizarse fácilmente o que su descomposición no sea sencilla. En el primer caso se halla el 
m. c. d. factorizando los polinomios dados; en el segundo caso se halla el m. c. d. por divi- 
siones sucesivas. 
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REGLA 


Se descomponen los polinomios dados en sus factores primos. El m. c. d. es el producto 
de los factores comunes con su menor exponente. 


Hallar el m. c. d. de 4a? + 4ab y 2a* - 2a*p?, 


Factorizando estas 4a? + 4ab = 4a (a +b) = 2%a (a + b) 
expresiones: 2a' — 2a*b* = 28? (a? - hb?) = 24? (a +b) (a—b) 
Los factores comunes son 2, a y (a + b), luego: 


— 


NX EJEMPLOS 


m.c.d.=2a(a+b) R, 
Hallar el m. c. d. dex? — 4,x?—x-6yx? + 4x +4, 
" x?2-4=(x + 2)(x — 2) 
Factorizando: x?—x-6=(x- 3)(x + 2) 
Xx? + dx +4 = (x + 2)? 
El factor común es (x + 2) y se toma con su menor exponente, luego: 


— 


m.c.d.=x+2 R. 
Hallar el m. c. d. de 9a*x? + 9x*, 6ax? — 122%? — 18ax?, 6atx + 212% + 152%. 
ga? + 9x? = 91? (a? + 1) =3%'(a + 1)(a? - a + 1) 
6aix? - 12a?x? — 18ax? = 6ax*(a? - 2a-3) =2 - 3ax*(a — 3)(a + 1) 
6ax + 21a% + 158% = 38% (2a? + 7a + 5) = 38% (2a + 5) (a + 1) 
Los factores comunes son 3, x y (a +1), luego: m.c.d.=3x(a +1) R. 
Hallar el m. c. d. dex? — x?, x"—x1 +4 x?—x? y 2x8 + 2x* — 2x% — 2x. 
xx ?= xx! - 1) =1 + 1) + 1)(x 1) 
Ateos O bx 1)= xx + 1) — 1) 
2 +2x* 2 — 2x= 2x0 + 14) =2x (xP + 1) — 1) 
=2x( + 1)(x- 1)0+x+ 1) 
m.c. d.=X(x* + 1)(x-1) R. 


— 


or 


Hallar, por descomposición en factores, el m. c. d. de: 


. 2a* + 2ab, da? — 4ab 9. 3x* + 15x? ax? + 5ax 

. 6xy - 6x*y, 9x y? + 18x*y? 10. a? —b?, a? — 2ab + b? 

. 12a%*, 4a ib? — 8a?b* 11. m*+n*, 3am + 3an 

ab+b,4+a 12.1 -4,1-8 

a O 13. 2ax? + 4ax, x — x* — 6x 

30ax? — 15x*, 10axy? — 20x y? 14. 9x* — 1, 9x? — 6x +1 

. 182% y*, 6a%r*y* - 188 xy! 15. 4a? + 4ab + b?, 22? — 2ab + ab — b? 
5a? — 15a, a? - 3a? 16. 3x* + 3x — 60, 6x? — 18x — 24 
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17. 8x* + y?*, 4ax? - ay? 

18. 2a? — 12a?%b + 18ab?, ax — 9ab*x 

19. ac + ad- 2bc — 2bd, 2c*+ 40d + 20? 

20. 3a%m* + 6aím — 459*, 6amtx + 24amx — 30ax 

21, dx — y?, (2 — y)? 

22. 3x* — 3x, 9x* — 9x 

23. 24+ab,ab+b? + 2h 

28, 2 — 2 EI 

25. X— 9,1% — 5x7 + 6x?, x*— 6x? + 9x? 

26. adb + 2a*b? + ab*, atb - a'b? 

27. 2x*+2x-4,2x*-8x + 6, 2? -2 

28. ax? - 2ax? — 8ax, ax? — ax — 6a, ax? — 32%? 108% 

29. 2an* — 16an* + 32a, 2an* — 8an, 2271" + 162? 

30. 4a?* + 82 — 12, 22? — 6a +4, 63? + 182 — 24 

31. 42?-—b* 8a + pb? 4a?+ 4ab + b? 

ES RN a E [EA CN) 

33.4 +2,-6a-18,2%+a 

34,x% +27, 2x7 — 6x + 18, x*- 3x7 + 9x? 

35. x?+ax-68?,x%+ 2ax — 38? x? + Bax + 98* 

36. 54x* + 250, 18ax?— 50a, 50 + 60x + 18x* 

37. (1 ==) 1 =41=5, 1 =1 

38, 4ax? — 28ax, a — 8atx? + 7aéx, ax* — 15ax? + 56ax? 

39. 33? — 6a, a? — 44, ab —28b,2*-a-2 

40. 3x?— x, 27x*—1, 9x?— 6x + 1, 3ax-—a + 6x-2 

41.a-1, +++ LIX + EME 

42. 2m*+4mn +27, Me mn+mn+ nr, msm, mm? 

SE E o E o iS E Sl eL 

44. 16a%x +54x, 1227x? — 42ax? — 90x?, 324% + 24a% — 36ax, 32a*x — 144a%x + 162x 

45. (y + y Y, xy -2xy? - 3y* ay + ay" xy - y? 

46. 22? - am + 4a - 2m, 2am? - m*, 6a? + 5am — 4m?, 16a? + 72am — 40m* 

47. 12ax — 6ay + 24bx-12by, 3a* + 24b*, 9a? + 9ab — 18b*?, 12a? + 24ab 

48. 52? + 5ax + 5ay + 5xy, 152? - 15ax? + 152% - 15x%y, 204? — 20ay?+ 20a%x 
—20xy?, 5a? + 5a%x + 5a*y* + 5axy*. 


SS 


— 


M. C. D. DE DOS POLINOMIOS POR DIVISIONES SUCESIVAS 


Cuando se quiere hallar el m. c. d. de dos polinomios que no pueden descomponerse en fac- 
tores fácilmente, se emplea el método de divisiones sucesivas, de acuerdo con la siguiente: 


REGLA 


Se ordenan ambos polinomios con relación a una misma letra y se divide el polinomio de 
mayor grado entre el de grado menor. Si ambos son del mismo grado, cualquiera puede 
tomarse como dividendo. Si la división es exacta, el divisor es el m. c. d.; si no es exacta, 
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se divide el divisor entre el primer residuo, éste entre el segundo residuo y así sucesiva- 
mente hasta llegar a una división exacta. El último divisor es el m. c. d. buscado. 

Todas las divisiones deben continuarse hasta que el primer término del residuo sea de 
grado inferior al primer término del divisor. 


= Hallar por divisiones sucesivas el m. c. d. de 16x* + 36x? - 12x — 18 y 8x? — 2x — 3. 
S 2x+5 
uy Ambos polinomios están ordena- 8x* -2x-3/16x*+36x* -12x -18 
> dos con relación a x. Dividimos el -16x* + 4x%+ 6x 
primero, que es de tercer grado, P TIA EA AO 
entre el segundo que es de segun- A m a pl 
do grado: E 


Aquí detenemos la división porque el primer término del residuo, 4x, es de grado inferior 
al primer término del divisor 8x?, 


2x+1 
Ahora dividimos el divisor Be 2x—3 entre 4x-3/8x?-2x-3 
el residuo 4x — 3: -8x +6x 
4x-3 
—4x+3 
Como esta división es exacta, el divisor 4x — 3 es el mc. d. buscado. R. 


166 ) REGLAS ESPECIALES 
En la práctica de este método hay que tener muy en cuenta las siguientes reglas: 


1) Cualquiera de los polinomios dados se puede dividir entre un factor que no divida al 
otro polinomio. Ese factor, por no ser factor común de ambos polinomios, no forma 
parte del m. c. d. 


2) El residuo de cualquier división se puede dividir entre un factor que no divida a los dos 
polinomios dados. 


3) Si el primer término de cualquier residuo es negativo, puede cambiarse el signo a 
todos los términos de dicho residuo. 


4) Si el primer término del dividendo o el primer término de algún residuo no es divisible 
entre el primer término del divisor, se multiplican todos los términos del dividendo o 
del residuo por la cantidad necesaria para hacerlo divisible. 


1) 


— 


MÁXIMO COMÚN DIVISOR 


Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 
12% - 261% + 20x= 12. y 2 —x* 3% 
Dividiendo el primer polinomio entre 2 y el segundo entre x queda; 
6 - 13% + 10x 6 y 2x?—x 3 5 
2x? -x-3|6x* -13x*+10x- 6 “Dividendo 
6 + 3x*+ 9x 
—10x? +19x- 6 
+10x?- 5x-15 


Dividiendo el residuo 14x— 21 entre 7 queda 2x3. y, 
Ahora dividimos el divisor 2x?—x — 3 entre -3 12 x-3 
el residuo 2x — 3: 2" +3x 
2x-3 
—2X+3 


Como esta división es exacta, el divisor 2x— 3 es el 1 R. 


Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 3x" — 13x? + 5x — 4 y 2x — 7x4. 
Como 3x* no es divisible entre 2x?, multiplicamos el primer polinomio por 2 para hacerlo 
divisible y quedará: 
6x* — 26x* + 10x — 8 y 2x? — 7x- 4. 
3x 
2x* -7x—4/6x* -26x? +10x-8 - Dividendo 
6 +21x*+12x 


-5x no es divisible entre 2x?. Cambiando el signo al residuo tenemos: 5x? — 22x +8 
y multiplicando este residuo por 2, para que su primer término sea divisible entre 27, 
queda 10x? — 44x + 16. (Ambas operaciones equivalen a multiplicar el residuo por 
—2.) Esta expresión la dividimos entre 2x? — 7x — 4: 
5 
2x?—7x-4|10x?-44x +16 
—10x? +35x +20 


Cambiando el signo al residuo: 9x — 36; dividiendo entre 9: x— 4. (Ambas operaciones 
equivalen a dividir entre —9.) 2 
- 


Ahora dividimos 2x? — 7x — 4 entre x-— 4: -412x?-7x-4 
—2x* +8x 
x-4 
—X+4 
Como esta división es exacta, el m. c. d. es R. 


1 


M EJEMPLOS 
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3) Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 6x? — 3x* + 8x — x? + 2x y 
3 — 6x* + 10% — 2x? + 3x. 
Cuando los polinomios dados tienen un mismo factor común, debe sacarse este factor 
común, que será un factor del m. c. d. buscado. Se halla el m. c. d. de las expresiones 
que quedan después de sacar el factor común y este m. c. d. multiplicado por el factor 
común será el m. c. d. de las expresiones dadas. Así, en este caso, ambos polinomios 
tienen el factor común x. Sacando este factor en cada polinomio, queda: 
6 - 3x + 8x?-— x +2 y 3x'- 6x + 10x?- 2x + 3. 
2 
3x-6x*+10x?-2x+3 [6x*- 3x*+ 8x*- x+2 - Dividendo: 
—6x*+12x*-20x*+4x-6 


Ahora dividimos el divisor Xx 


entre el residuo, pero como 9 -12x+3x-4 |9x'-18x*+30x* -6x+9 
3x* no es divisible entre 9x* —9x +12 31+4x 


hay que multiplicar el divisor 
por 3 y tendremos: 


2 
Como 6x* noes divisible entre 9x*, 9x* -12x* +3x-4118x? —81x* +6x —27 
multiplicamos el residuo por — 3 -18x+24x*-6x+ 8 
y tendremos: - => : A 
Dividiendo el residuo entre -19 queda 3x* +1, 3x-4 
Ahora dividimos el divisor entre el +1 19 -12x?+3x-4 
residuo. — gx -3X 
1H 4 
+12 +4 


3x* +1 esel m. c. d. delas expresiones que quedaron después de sacar el factor común x. 
Entonces, hay que multiplicar 3x? + 1 por x y el m. c. d. de las expresiones dadas será: 


Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de: 


12 +8x +1 y 2x? =5x -3 

6a? — 2a — 20 y 2a* — a? - 6a 

. 5a? — 6atx + ax? y 3a? — 4atx + ax? 

A ENT O E 

Ba* — 6atx + 7a?x? — 3ax* y 2a* + 3a%x — 2ax? 

12ax* — 3ax? + 26ax? - 5ax + 10a y 3x" + 3x* — 4x? + 5x — 15 
- 3 — 2ry + 9xy* — 6y* y 6x* - 4x%y — 3x y? + 5xy* - 2y* 

. ax! + 3ax? — 2ax? + 6ax — Ba y x' + 4x% — x? — 4x 

. 2m* — 4m* — m? + 6m - 3 y 3m* —- 6m! + 8m* — 10m? + 5m 


pr > n= py 
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10. 3a* — 6a* + 162? — 22? + 52 y 7a* - 14a! + 33a* + 4a? - 10a 

11. 45ax* + 75ax* — 18ax-— 302 y 24ax? + 40ax? — 30ax — 502 

12.2 + 22% +22 +22 y 101 + 4ax? + 102% + 4a? 

13. 9 + 15ax? + 3a% — 34? y 127 + 21ax? + 6a%x — 34? 

14. 8a'b + 4alb? + 4ab* y 12a'b — 18a*b? + 122%? — Gab* 

15. 921? - 3341 + 274n* - 6an* y gan? + 12211? - 214n* + 68?n* 
O IA | 

17. 6ax! — 4ax? + Gax? — 10ax + 4a y 36ax' — 24ax? — 18ax? + 48ax — 24a 


M. C. D. DE TRES O MÁS POLINOMIOS POR DIVISIONES SUCESIVAS (10 


En este caso, igual que en Aritmética, hallamos el m. c. d. de dos de los polinomios dados; 
luego el m. c. d. de otro de los polinomios dados y el m. c. d. hallado anteriormente, y así 
sucesivamente. El último m. c. d. es el m. c. d. de las expresiones dadas. 


Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 2x* — 11x? + 10x +8, 2x% + x? — 8x—4 2 
y 6ax? + 11ax + 4a. 1 s 
Hallemos el m. c. d. de las dos prime- E A E TA A 
ras expresiones: —————————- O 
12 +18x+12 M 
x+2 
Dividiendo el residuo entre -6 queda 2x?- 3x2. 2 -3x-22x+ x?-8x-4 
Dividiendo el divisor por esta expresión: 25 +3x?+2x 
2 
El m. c. d. de las dos primeras expresiones es 2x? — 3x2. dx eS rad 
Ahora hallamos el m. c. d. del tercer polinomio dado 6ax? + A+ 0X+4 
11ax + 4a y de este m. C. d. 3 
Dividiendo 6ax? + 11ax + 4a entre a queda 2x? -3x-2 [6 +11x+4 
6x? + 11x + 4. Tendremos: 6 + 9x+8 
20x+10 
x-2 
Dividiendo el residuo entre 10 queda 2x + 1: > 2 + 1 [2 3x2 
—2xX— X 
dy -2 
El m. c. d. de las tres expresiones dadas es 2x +1. R. +x +2 
Hallar, por divisiones sucesivas, el m. d. c. de: = 
1 DBA, ID 6H 9 y 2x%-5x=3 o 
2. 2 xy -2xy + y, 8x + 6x y —- 3xy y? y 6x-xy- y? o 
Xx mx 2 2 2 2 y 5-5 + 2x2 : E 
a. 321 + 92% + 42-30 +2, a+ 30 + a 3ad- 2 y tas Bax - ax -2x = 


5. 2x+ 2x*-— 2x%- 2x, 3x-4x'-3x+4x y 4x*-4x + 3x?-— 3x 


- — 
e o 


y 


/ 


A > 
Y, 


E 


La escuela de Bagdad (siglos IX al XII). Los arabes fueron los verdaderos sistematizadores del Algebra. A fines del siglo vil flo- 
recio la Escuela de Bagdad, a la que pertenecian Al Juarismi, Al Batani y Ornar Khayyan. Al Juarismi, persa del siolo 1x, escribió 
el primer libro de Algebra y le dio nombre a esta ciencia. Al Batani, sino (858-929), aplico el Algebra a problemas astronómicos 
Y Omar Khayyan, persa del siglo Xi, conocido por sus poemas escritos en “rubayat”. propuso un tratado de Algebra 


caríruLo XML 
Mínimo común múltiplo 


168 ) COMUN MULTIPLO de dos o más expresiones algebraicas es toda expresión algebraica que 
es divisible exactamente por cada una de las expresiones dadas. 
Así, 82%? es común múltiplo de 2a? y 4a%b porque 8a%b* es divisible exactamente por 22? 
y por 4a7b; 3x? — 9x + 6 es común múltiplo de x— 2 y de x?— 3x + 2 porque 3x?— 9x + 6 es 
divisible exactamente por x—2 y por x? — 3x+ 2. 


169 ) MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO de dos o más expresiones algebraicas es la expresión alge- 
braica de menor coeficiente numérico y de menor grado que es divisible exactamente por 
cada una de las expresiones dadas. 

Así, el m. c. m. de 4a y 6a? es 12a?; el m. c. m. de 2x?, 6x* y 9x* es 18x”. 
La teoría del m. c. m. es de suma importancia para las fracciones y ecuaciones. 


I. M. C. M. DE MONOMIOS 


170 ) REGLA 


Se halla el m. c. m. de los coeficientes y a continuación de éste se escriben todas las 
letras distintas, sean o no comunes, dando a cada letra el mayor exponente que tenga en 
las expresiones dadas. 
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2 3 9 
1) Hallar el m. c. m. de ax” y ax. a 
Tomamos a con su mayor exponente a* y x con su mayor exponente x? y tendremos: a 
m.c.m.=2%x R. 5 
2) Hallar el m. c. m. de Bab*c y 12a*p?, - Sabio = 2Wab*c ul 
128%? = 2 - 34%* Ds 
El m. c. m. de los coeficientes es 2* - 3. A continuación escribimos a con su mayor 
exponente a*, b con su mayor exponente b* y c, luego: 
m.c.m.=2* - 3a4b*c=24ab*0 R. 
104% =2-+ 58% 
3) Hallar el m. c. m. de 362mx? = 2 - Yami 
10a%x, 3627mx? y 24b'm*, 24b'm* = 2. 3bim' 
m.c.m. = 2-3? - 52 bim'x? =3604 bm" A. 
E] 
Hallar el m. c. m. de: = 
1. a? ab? 14. ay”, ayy, xy? o 
2. Xy, xy? 15. 4ab, 6a?, 3b* o 
3. ab*c, a*bc 16. 3x*, 6x, 9x'y? o 
4. ax, apor 17. 9a*bx, 12ab*x?, 182 b% ES 
5. 6mén, 4m* 18. 10m?, 15mn?, 20n* 5 
5. day", 15xty* 19. 184%, 24p?, 36ab* 28 
71.4%, ab? ab 20. 20m*1*, 24m, 30mn* 
8. xy, xy? xy*z 21. ab?, bo? ate”, bi? 
9. 2ab?, 4a%b, Ba? 22. 2x*y, 8xy?, 4atx, 120? 
10. y, ay? 6x 23. 64*, 9x, 12ay*, 18x y 
11. 6mn?, 9mén*, 12mn 24. 15mn*, 10m*, 20n*, 25mn* 
12. 3a?, 4b?, 8x? 25. 24a%*, 362%y*, 40x*y*, 60a*y! 
13. 5%, 10xy, 15xy* 26. 3a?, 8ab, 100?, 122%b*, 162?b? 


Il. M. C. M. DE MONOMIOS Y POLINOMIOS 


REGLA (ma 


Se descomponen las expresiones dadas en sus factores primos. El m. c. m. es el producio 
de los factores primos, comunes y no comunes, con su mayor exponente. 


[94] 

1) Hallar el m. c. m. de 6, 3x — 3. a 

Descomponiendo: 6=2.3 a. 

3x3 = 3(*- 1) E 

m.c.m.=2 - 3(x-1)=6(x-1) R. ul 

2) Hallar el m. c. m. de 14a?, 7x-21. Al 
Descomponiendo: 142? =2- 72 
7x-21 =7(x-3) 


m.c.m.=2-+7- a (x-3)=14a2(x-3) R. 
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3) Hallar el m. c. m. de 15x?, 10x? + 5x, 45x7. 
Como 15x? está contenido en 45x*, prescindimos de 15x?. 


Descomponiendo: 10x?+5x = 5x(2x + 1) 
45 = 3 -5-x 
m.c.m.=3? - 5x%(2x +1) =45 (2 +1) R 
4) Hallar el m. c. m. de 8a*b, 4a* — 4a, 6a?— 124 + 6. 
Descomponiendo: 8ab = 2* . ab 
4a* — 4a = 4a(a? — 1) =2*- ala + 1)(a—1) 
6a?- 122+6=6(a* -22+1) =2- 3(a-1) 
m.c.m.=2 + 3 - aéb(a— 1) (a+1)=24a*b(a - 1 (a+ 1) R. 
5) Hallar el m. c. m. de 24a*%x, 18xy?, 2x? + 2x? — 40x, 8x* — 200x?. 
24a%x = 2. 3a%x 


18xy? = 2 - 3xy? 
2x + 2x? — dOx = 2x (1 +x-20) = 2x(x + 5)(x—4) 
8x* - 200x? = 8x*(x?-25) — = 2 xx +5)(x-5) 
m. C. A 
=72a xy x—25)x -4) R. 


[Eo] 

<=  Hallarelm.c. m. de: 

o  1.28,4x-8 13. 2a*, 6ab, 3a? — Bab 

Ss 23ab-b 14.9, xy? 5 — 5 

S 91 15. 9a?, 18b*, 27a'b + 81a*b* 

x=  4.8,4+8a 16. 10, 6”, 9 y + 9xy* 

LJ 5.64%, 3a*b? + Gab* 17.4x, Xx +xX, Y —Xy 

L) 6, 14x%, 6x? + 4xy 18. 24, 6m* + 18m, 8m - 24 
7. 9m, 6mn* — 12mn 19. 2a*b?, 3ax + 3a, 6x - 18 
8. 15,3x+6 20.7, 4+x-2x, + 4x +4 
9. 10,5—15b 21. 6ab, x* — 4xy + 4y?, 9a*x — 18a'y 
10. 36a*, 4ax — 12ay 22. 6x*, 3x* — 3x? — 18x, 9x' — 36x? 
11. 12xy?, 2axy? + xy 23. ax”, 4x — 12xy + 9xy*, 2x* - 3xy 


12. mn, m*, ma - mn 24. 8x*, 12xy?, 9x* — 45x 
25. an, 20, 5x + Py, mé + 2nxy + ny? 
26. 8x?, x* + x?— 6x, 2x* — 8x? + 8x, 41 + 24x? + 36x 
27.3, +1, 2 -2x +2, 6x + 6x? 
28. 4xy?, 3x* — 3x*, a? + 2ab +b*,ax-a+bx—b 
29. 2a, 4b, 6a*b, 12a? — 24ab + 12b*, 5ab* — 5b* 
30.28, +2x+1,+1,7 +7, 14x+ 14 


III. M. C. M. DE POLINOMIOS 
172) La regla es la misma del caso anterior. 


) Hallar el m. c. m. de 4ax? — Baxy + 4ay*, 6b*x — 6b?y. 
Descomponiendo: 
4ax? — 8axy + 4ay? = 4a(” — 2xy + y?) = 2 - a(u- y)? 
6b'x- 6b*y = 6b*(x- y) =2- 3b"(x y) 
m.c.m, =2.3-ab'x-y? = 12ab'| 


Y EJEMPLOS 


MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO 
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In 


Hallar el m. c. m. de x? +2bx*, xy — 4b%xy, xy? + 4bxy? + 4b*y? 
XxX +2bx? = x*(x + 2b) 
Xy-4b%xy =xyp0 ab") =xy(e+20)4-20) 
xy? + 4bxy? + aby = Y? + 4bx +40?) = y? (x + 2b)* 
m. C.m. = 


— 


—2b) R. 
Hallar el m. c. m. de m?— mn, mn +n?, m?—n? 


m*- mn = m(m—n) 
mn+n? = nme+n) 
m-n = (m+n)jm—n) 
m.c.m =mn (msn) (m—n)= maim'-=00) R. 
Hallar el m. c. m. de (a — by, a?—b?, (a+ by, a? +b* 


El alumno debe notar que no es lo mismo cuadrado de una diferencia que diferencia de 


cuadrados ni es lo mismo cuadrado de una suma que suma de cuadrados. En efecto 
(a-b) = (a-by 


a? —b? = (a+b)(a—b) 
(a+b) = (a +) 
Pl? = (e +EE 
m. c.m. = (a+) 


Hallar el m. e. m. A? +1, és 2x-3, 
El alumno debe notar que no es lo mismo suma de cubos que cubo de una suma. En 
efecto: 
(+1) = (+1) 
+1 =(x+1)0-x+1) 
2-3 =(x-3) +1) 


m. Cc. m. = 


_— 


) 


— 


Hallar el m. c. m. de (x— y, — y? x — xy? + xy - y?, 38*x + 38?y. El alumno debe 
notar que no es lo mismo cubo de una diferencia que diferencia de cubos 

«y = x«-y' 

y = (y +1 +y*) 
ayy y? =x00 y) + yb y? = pó 


y 00 +y) 
= («+ —y) 
3ax + 32% = pe Se 
m.c.m. = 32 (x+y "xy (0 +xy+y%) A. 
7) a ax MARA a 
15 +20x+5x = 5x3 +4x+1) — = 5x(3x+1)(x+1) 
3% -—2ax+ 1-1 = 3x0? -1)+ 0-1) = (-1)(8x + 1) 


= (x+1)(x— 1)(3x + 1) 
27x +18 +3x? = 3x (91? + 6x + 1) = 3x"(3x + 1) 


m. c.m. = 15x(3x + 1)*(x + 1)(x— 1) 
15x(3x + 1)% ) R. 
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1.8 +3,6x- 12. - y”, (xy) 
2. 5x +10, 10x” — 40 18. + 3x 10, 4x* - 7x2 
3.0 +2x%y, 10 ay? 14. es aa 18. 


, 21. 24? +2a, 
ey, (+ y) | 2 +2 2 12m 4 


23. +x- 2, -4x +3, =x-6 
24. 62? + 132 +6, 38? +14a + 8, 4 + 122 + 92* 
25. 10x7 +10, 15x + 15, 5x?- 5 


mn 
ae 2% la + ya 


Soto ERESRAE 


32, dx , AE att, py — 4x7 + 8x? 
- Epi d+ 3 


BRASS 


on villa, COrdob É b versidades hmispano-árabe: 


Tre mbres pl eñala omo represent 


ectifico las Tablas de Ptolomeo: Arzaa! 


de toledo 


capíruLo XII 
Fracciones algebraicas. 
- Reducción de fracciones 


5A es el cociente indicado de dos expresiones algebraicas. Á 173 


y 


Las Matematicas en las universidades hispano-arabes (siglos Vil al XV). La « 
$ « Ñ Talar Ñ Yi are 


Así, ri es una fracción algebraica porque es el cociente indicado de la expresión a (divi- Se 
dendo) entre la expresión b (divisor). Emdpa 
| El dividendo a se llama numerador de la fracción algebraica, y el divisor b, denominador. 
| El numerador y el denominador son los términos de la fracción. 
Expresión algebraica entera es la que no tiene denominador literal. A 174 
Así, a,X + y, m—n, za + 3h son expresiones enteras. 


Una expresión entera puede considerarse como una fracción de denominador 1. 


Así, ax y=22. 


Expresión algebraica mixta es la que consta de parte entera y parte fraccionaria. Á 175 


Así, a +2y X- = son expresiones mixtas. 


176 ) 


117) 


19) 


ÁLGEBRA = BALDOR 


PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LAS FRACCIONES 


Los siguientes principios demostrados en Aritmética se aplican igualmente a las fracciones 
algebraicas y son de gran importancia: 


1) Si el numerador de una fracción algebraica se multiplica o divide por una cantidad, 
la tracción queda multiplicada en el primer caso y dividida en el segundo por dicha 
cantidad. 

2) Si el denominador de una fracción algebraica se multiplica o divide por una cantidad, 
la fracción queda dividida en el primer caso y multiplicada en el segundo por dicha 
cantidad. 

3) Si el numerador y el denominador de una fracción algebraica se multiplican o dividen 
por una misma cantidad, la tracción no se altera. 


SIGNO DE LA FRACCIÓN Y DE SUS TÉRMINOS 


En una fracción algebraica hay que considerar tres signos: El signo de la fracción, el signo del 
numerador y el signo del denominador. 

El signo de la fracción es el signo + o — escrito delante de la raya de la fracción. Cuando 
delante de la raya no hay ningún signo, se sobrentiende que el signo de la fracción es +. 

Así, en la fracción 4 el signo de la fracción es +; el signo del numerador es + y el signo 
del denominador +. 

En la fracción ——H el signo de la fracción es —, el signo del numerador — y el signo del 
denominador +. 


CAMBIOS QUE PUEDEN HACERSE EN LOS SIGNOS DE UNA FRACCIÓN SIN 
QUE LA FRACCIÓN SE ALTERE 


Designando por m el cociente de dividir a entre b se tendrá según la ley de los signos de la 
división: 


SA En 
¿mM (1) =M (2) 
A y a 3 
y por tanto, q MN 


Cambiando el signo a los dos miembros de estas dos últimas igualdades, tenemos: 
* en 
-F=m (3) y -=m (4) 


Como (1), (2), (3) y (4) tienen el segundo miembro igual, los primeros miembros son 


iguales y tenemos: 


1) Si se cambia el signo del numerador y el signo del denominador de una fracción, la 
fracción no se altera. 


Lo anterior nos dice que: 
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2) Si se cambia el signo del numerador y el signo de la fracción, la fracción no se altera. 
3) Si se cambia el signo del denominador y el signo de la fracción, la fracción no se 
altera. 


En resumen, se pueden cambiar dos de los tres signos que hay que considerar en una 
fracción, sin que ésta se altere. 


CAMBIO DE SIGNOS CUANDO LOS TÉRMINOS DE LA FRACCIÓN (180 
SON POLINOMIOS 


Cuando el numerador o denominador de la fracción es un polinomio, para cambiar el signo 
al numerador o al denominador hay que cambiar el signo a cada uno de los términos del 
polinomio. 


Así, si en la fracción = cambiamos el signo al numerador y al denominador la frac- 


ción no varía, pero para cambiar el signo a m — n hay que cambiar el signo de m y de —n y 
quedará -m + =n —m, y para cambiar el signo a x — y hay que cambiar el signo de x y de 
y y quedará —X + y = y — x y tendremos: 


Si en la fracción 29 cambiamos el signo del numerador y de la fracción, ésta no se 


altera y tendremos: **? 


Del propio modo, si en la fraccion e, cambiamos el signo al denominador y a la frac- 


ción, ésta no varía y tendremos: á 


(En la práctica, el paso intermedio se suprime.) 


á .. XxX-2 e 
De acuerdo con lo anterior, la fracción x-3 puede escribirse de los cuatro modos 


siguientes: 


CAMBIO DE SIGNOS CUANDO EL NUMERADOR O DENOMINADOR Qe 
SON PRODUCTOS INDICADOS 


| 
| 
| 


Cuando uno o ambos términos de una fracción son productos indicados, se pueden hacer 
los siguientes cambios de signos, de acuerdo con las reglas anteriores, sin que la fracción 
se altere: 


1) Se puede cambiar el signo a un número par de factores sin cambiar el signo de la 
fracción. 
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ab _ (ra)b ab _ (-a)b 
xy (xy Y xy) 
xy xy Y E0-y) 
ab — (-a)(-b) 
Y Eiby) 


En los cuatro primeros ejemplos cambiamos el signo a dos factores; en el último, a 
cuatro factores, número par en todos los casos, y el signo de la fracción no se ha cam- 


biado. 
2) Se puede cambiar el signo a un número impar de factores cambiando el signo de la 


fracción. 


Así, dada la fracción > podemos escribir: 


ab __fa)o ab__ ab 
xy xy xy x(-y) 
ab __ (Hali-b) ab__ (-ajb 
Xy (y y (Ny) 


En los dos primeros ejemplos cambiamos el signo a un factor; en los dos últimos ejem- 
plos cambiamos el signo a tres factores, número impar en todos los casos, y en todos los 
casos cambiamos el signo de la fracción. 


e Has » 8 (a—1)(a-2) 
182) Apliquemos los principios anteriores a la fracción DA" 


Como estos factores son binomios, para cambiar el signo de cualquiera de ellos hay que 
cambiar el signo a sus dos términos. 
Tendremos: 


(a-Ma-2) _ (1-alla-2), (a-Ma-2) _ (1-al2-a) 
(x—3)(x—4) (3—x)(x—4)' (x—3)(x — 4) (x—3)(x — 4) 


(a-1(a-2) __ (1-al(a-2). (a-1(a-2) __ (a-1(2-a) 
(3x4) — (x-3)(x-4)' (x-3lx-4) — (8-X4-X) 


Estos principios son de suma importancia para simplificar fracciones y efectuar opera- 
ciones con ellas, 
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REDUCCIÓN DE ERADCIONES 


REDUCIR UNA FRACCIÓN ALGEBRAICA es cambiar su forma sin cambiar su valor. (183 


I. SIMPLIFICACIÓN DE FRACCIONES 


SIMPLIFICAR UNA FRACCIÓN ALGEBRAICA es convertirla en una fracción equivalente k 184 
cuyos términos sean primos entre sí. 
Cuando los términos de una fracción son primos entre sí, la fracción es irreducible y 
entonces la fracción está reducida a su más simple expresión o a su mínima expresión. 


SIMPL IFIC) ACI ÓN DE ' -H/ ICCION IES S CUY '0S TÉRMINO OS SEA N MONO MIOS (18s 


REGLA 


Se dividen el numerador y el denominador por sus factores comunes hasta que sean 
primos entre sí. 


172) 
O 
1) Simplificar 44222 S 
Sa > 
= 
Er. 
5 «fp? pp? es 

Tendremos: 440% _ 2u1:0* 220% q, 
60m 3:a:1m 3am - 


Hemos dividido 4 y 6 entre 2 y obtuvimos 2 y 3; a? y a* entre a? y obtuvimos los cocientes 
1 y a; b* y b* entre b* y obtuvimos los cocientes b? y 1. Como 2b? y 3arm no tienen ningún 
factor común, esta fracción que resulta es irreducible. 


3y3 

2) Simplificar 2 $ > ,: 
A BR, 
ey et ay te 


Dividimos 9 y 36 entre 9; x* y x* entre x?; y? y y? entre y”. 


Obsérvese que cuando al simplificar desaparecen todos los factores del numerador, queda 
en el numerador 1, que no puede suprimirse. Si desaparecen todos los factores del deno- 
minador, queda en este 1, que puede suprimirse. El resultado es una expresión entera. 


Simplificar o reducir a su más simple expresión: 


e 2a ey a min xy? 
1.= 2 3. 4. 5 == 6. —=— 
ab 8a*b ey 4x y 3m aurry 
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7 mint 40. 2m0x0 19. ty? 16 Sty iz 

" 24mnbx? 28min*x ETS 63r yes 

a ya y Raátn 14, 20 47, 15209 
32y*z Mato 32% 75890? 

243 34 810,12 tq 

et A e 46 20ES AA 

607 %b*x 34x y?z 63a'b0* 1004 mn 
185 ) SIMPLIFICACIÓN DE FRACCIONES CUYOS TÉRMINOS SEAN POLINOMIOS 
REGLA 


Mi EJEMPLOS 


Se descomponen en factores los polinomios todo lo posible y se suprimen los factores 
comunes al numerador y denominador. 


2a? 
1) Simplificar a 


Factorizando el denominador, se tiene: 
22? 22? A 
dal—4ab Hala-D) > 


Hemos dividido 2 y 4 entre 2 y a? y a entre a. 


Ax? 
xy 
2) Simplificar A 
Factorizando: 

axey? e E AA A 
pi 12%y(2-3y 3 y 

. -5x+6 

3) Simplificar 2965 55 


546 _ (X2)(X 39) _ 
2ar-6a  2a(x-3) 
8a? +27 

da +122+9* 

Bar+27 _ (2a+3)(4a?-6a+9)_ da" G2+9 R 
4a?+122+9 (2a+34 ) : 


4) Simplificar 


- 258 
5) implicar 0 


a-252 _ ala-25) _aa+Sía-5)_ a-S R 
22 +82? 102 2a(a?+42-5) 2ala+5Ma- 2La-1) 
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2xy -2x+3-3y 


SIN 
P 18x* +15x? - 63x 


21y -2x+3-3y _2x(y-)+391-y)_ (Y -D(2x-3) 


| 
= R. 
1817 +15x7—63x  3x(6x”+5x-21) 3xX(8x+7)(2x-3) 2x(: 
7) Simplificar Se 120 y + dy 
xi-510-14y? 
3x7 12x xy +4y _ (0 9)8X—y) — (+2) 2 M3: Y) - 202) 
e 14) — 2) ; 
8) Simplificar lema +2a-3) 
(a? -2a+1)(a? + 42+3) 
(ala +22-3) _(a+D(a-Ma+3Ma-D_, 
(a?-2a+1(a?+4a+3) — (a-Tla+3)(a+1 
3 2 
Simplificar C-HPÉ=54+3 
) p +2 +9x-9 
Descomponiendo por evaluación se tiene: 
43 MAMAS) R 
ex 2 +99 (e Mar+2Mé—xa +3) dera ” 
Simplificar o reducir a su más simple expresión: 
4, —3ab 152*bn— 452%bm 45, 28 + ay — 4bx — 2by 
ear 29 * 108% 30*0'm " ax—4a—2bx+8b 
3 cas O E 46. _E-ab- 60% 
3xy -31y? +2 +y x —6a bx + 9ab*x 
Zax + 4bx 3xy +15xy men 
METECT ET Lie 
x*—2x-3 a? — 4ab+4b* + y 
y tela. 18. 
4 E a” -8p* (+ yP 
10ab% + 4x -21x (m-ny 
Pa y E e y [pi 
80(a* - a*b) x —9x mn 
4 6x? +5x-6 (ax)? 
y ina 29, EL 
5ax+108 15? -7x-2 PoR 
3x? - 4x-15 +1 2-a-2 


: 14. 21. == — 
x—5x +6 a Prat a —-7a+10 
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(1-2 


a+ 2a+1 


albo? ap 
ap 
e-y 


By 


24a*b + 88*b* 


22. 


" 3641 +24a%h + 4a*p? 


P=n 
m—5n-6 
en +1 
" 8n* —4n? +20 
A -(b-o? 
"(a+b?-e? 
29. (a+ b? - (c-dy 
(a+0Y -(b-ay 
30 +9 
x+6x+9 


104 (a 4 pi 
"6al -6a7b + 62*p? 


(4a* - 8ab) 
" x(3a? — Gab) 


27 


ex 
x -12x +36 


(x- ay? 
sa. BL 4 
64 y? 


e-3ay 


x-6x y? + 9y* 


mn+3m*n + 9mn 


36. ps E 


Xx -8x+15 


37. 
x-9 


a +62? -7 
a'+82?-9 


3x* +19x +20 
6x+17x +12 


4a* - 152? —4 
"a —-8a-20 


125a+ a! 
" 227 +202? +50a 
2,2 
42. in 
an? +an—30a 


3m? + 5mn - 8n? 
q m-p 


152% 18a*b 
" 208*b? —24ab? 


4 


44 


9x? —24x +16 


2 9x* -16x? 


162%x — 25x 
124 -7a? —10a 


8x* yl 
Axl dy + ly? 
3an— 4a—Gbn + 8b 
6n” -5n-4 


x-49x? 
x+2x? — 63x 


50. exa -y 
xy +y 
2 +6x?—x-3 


51. 
3+3+ +3 


aim—dam+ an - dan 
al -42 122? 


da? —(x-3$ 
% (2a+ x)? -9 


52. 


m-am+n-—an 


1-32+38-—¿ 


643 
55. == 
42x5 -9x* —15x 


70. 
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2-e-te 
cd+tPma 


57 8 +12: y +61y? + y? 


6 + xy -y? 


8n* -125 
" 25-20n+4n? 


Box=xt 
15+2x=x? 


3+2x-8x? 
4 4+5x—6x? 


mn? +3mn-10 
" 4-Am+min? 


AA O 
62 AY 4b?x—4b*y 


4b? — 4bx+x? 


63. Prk-2 


yx +y 


bé -x-20-9) 
pé 2-3)? + x 6) 


65. (a? - 4a+4)(42? - 4a+1) 


(a? + a—6)(22? —52+2) 


66 bé 3x)pé -1) 


te) 


67 (4n? + 4n—3)(0? +70 30) 
" (27 -7n+3)(4n? +12n+9) 


bé - yx +y) 


(ey) y yt + y”) 


+34 
+ —8x 12 


Ax -8x+12 
x*-2% -7x?+20x 12 


Xx -7x%-2x+8 
"2 9 +10x +24 


e 


a 22-62 +82? +59-6 


-..» 


Ds gu O 


xi 
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SIMPLIFICACIÓN DE FRACCIONES. CASO EN QUE HAY QUE CAMBIAR EL SIGNO ( 187 
A UNO O MÁS FACTORES 


1) Simplificar == 


2) 


4 


— 


— 


2a-2b 
3b-3a* 


3b-3a Ib-a) AJa-B 3 

Al descomponer vemos que no hay simplificación porque el factor (a — b) del numerador 
es distinto del factor (b — a) del denominador, pero cambiando el signo a (b - a) se 
convierte en (a — b) y este factor se cancela con el (a — b) del numerador, pero como 
le hemos cambiado el signo a un factor (número impar) hay que cambiar e/ signo de la 
fracción, para que ésta no varíe y por eso ponemos — delante de la fracción. 


Descomponiendo: 3, A e PA tel O A Y 


Simplificar 


a?-9a  _alx+3)x-3)_a(x+3)(x-3) _ a(x+3) 
By (Y MB) (Y A)(X=3) yx 


Le cambiamos el signo al factor (3 — x) convirtiéndolo en (x — 3) que se cancela con el 
(x— 3) del numerador, y también le cambiamos el signo al factor (x— y) que se convierte 
en (y —x). Como le hemos cambiado el signo a dos factores (número par) el signo de la 
fracción no se cambia. 
Si le cambiamos el signo solamente a (3 — x) hay que cambiarle el signo a la fracción, y 
tendremos: 

ax? -9a a(x+3)(x-3)_ a(x+3(x-3)_ alx+3) 


E me 
Ambas soluciones son legítimas. 
2at+a— as 
Simplificar =—— 3 
2+a-3_ (2a+3)la-1) __ (La+3la-) __ 2a+3 A 
1-2 i-ali+ara) la-Mílrara) trar 
Simplificar 222 E A 
xl AY AR AA 2 


a A) RR AR) 2) 


Aquí le cambiamos el signo al factor (2 — x) y a la fracción. 
También, como la descomposición del trinomio cuadrado perfecto x? — 4x + 4 puede 
escribirse (x— 2)? o (2 — x)?, usando esta última forma, tendremos: 


N EJEMPLOS 


R 
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W EJEMPLO 


ÁLGEBRA = BALDOR 
Simplificar o reducir a su más simple expresión: 
Pda 9-6x+x am, PY 2 
“6x-6 1412 yr 2 o 
ape are 32? - 3ab 
dr ea a atera 
m-n 3ax — 3bx - 6a + 6b (x -5P 
3. 13. A 
(n-mP 2b-—2a — bx +ax 125-x 
á SN 12 44 CE 13x -6-6x? 
NT, a 3x +32 6x? -13x +6 
mE EAS 
5. 3y -6x 45, J0x-6x 2. EE 2xy cd y 
2mx — my —2nx + ny 8-0 ay +ry-20-y 
2x*-9x-5 (I-ay 301" y - 45xy* - 201 
; : a AS 
PE iras 8er +27y* 
S 3-2 pe 2 -2y - ay? > n+1-5-R 
“ad+422-8 " 3y*4+3xy? -3x*y "P—n-2+2 
P+a=2 (a- oy (x-2I (+ x 12) 
y 18. Y EA 
n—an—m+am (b-aP (2-x168xP 
4 dy + y? 2 —22x +60 5x -15xy 
AT 19. 2 5 
5y -—10x 75-3x* 90x*y*-10x 
40, mx — mm — my + ny 2 Gan? -3bin? 2 pé -10é —8Bx +16) 
ny mé —3my? + 3mé "y dabe+ 42? (e —4xJ1= 1) 


WIDE +A 


REGLA 


Hállese el m. c. d. del numerador y denominador por divisiones sucesivas y divídanse 
numerador y denominador por su m. c. d. 


6 5 4 2 
: 2 +51 +23? 5x 
Anmiicar EEC 

mm. 2 62 + 5x 


Hallando el m. c. d. del numerador y denominador por divisiones sucesivos se halla que el 
m. 0. d. es xx? —2x +5) =x* — 2x? + 5x. 
Ahora dividimos los dos términos de la fracción entre su m. c. d. x? — 2x* + 5x y tendremos: 


AA 
22 + 5x 
(asi 2 5) m2) 0 


= => R. 
(52 + 6x7 2? 45x)= (1 —-2x? +5x) 41 
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Simplificar las fracciones siguientes hallando el m. c. d. de los dos términos: 


Pra 7 AS 
E A TA PR NEEA 
43 +41? -3x 5 0 207 +2m0én mr — ei 
430 +6x*+3x+5 "MR man? 
2ax* - a — ax? —2ax +28 9 6a? +3a' -4a? - 28? +102+5 
" 3ax* —dax? + ax? +3ax —3a . 3 +79 -2+15 
6 —13x?+18x 8 16 5x5 -10x +21 -2x +4 
"10x 91? +11x +12 6 1104 2x4 
x—2ry +2 y? — xy? 1 5-36 +30 +70? -21n 
2 ay +4 y? — yy? "ranma 2 +70 +14n 
2% -a +24 +22 +3 12 a'+22%-52 +88* +2 +22? -52+8 
"3 -a+ 30 + de +5 22424 52? +102 + 42? —109+16 


II. REDUCIR UNA FRACCIÓN A TÉRMINOS MAYORES 


Se trata de convertir una fracción en otra fracción equivalente de numerador o denominador k 189 
dado, cuando el nuevo numerador o denominador es múltiplo del numerador o denominador 
de la fracción dada. 


) 


— 


Reducir S a fracción equivalente de numerador 6a?. 


3b 


Para que 2a se convierta en 6a* hay que multiplicarlo por 6a* + 2a = 3a, luego para que 
la fracción no varíe hay que multiplicar el denominador por 3a: 3b x 3a = 9ab, luego 


La fracción obtenida es equivalente a la fracción dada porque una fracción no varía si sus 
dos términos se multiplican por una misma cantidad. 


Convertir E) en fracción equivalente de denominador 202?y”. 


SÍ 
4y 


Para que 4y?* se convierta en 20a?y* hay que multiplicarlo por 20a?y* + 4y? = 52%, 
luego para que la fracción no varíe hay que multiplicar el numerador por 5a?y: 5 x 5a*y 
= 254%, luego 


3 = 
ar A 


3 
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EJERCICIO 122 


ÁLGEBRA * BALDOR 


Para que x — 3 se convierta en x? — x— 6 hay que multiplicario por (x? — x— 6) + (x—-3) 
=X + 2, luego el numerador hay que multiplicarlo por x + 2, y tendremos: 


Completar 
poe”, 

2 9 
cy 
4. Y 
ao 
e 
po 


(x—2)(X +2) _ 


2_ 
x-3  x-x-6 


x—4 


E 7 PEL STN 
2x+y 4x4 y + y? 
143_149 
x+1 

e 

a1 +] 
EAS 

3x  9ey 
x1_é-1 

x+1 

E 

Ta? 632% 

e + 
x+5 x24+3x-10 


Ill. REDUCIR UNA FRACCIÓN A EXPRESIÓN ENTERA O MIXTA 


190 ) Como una fracción representa la división indicada del numerador entre el denominador, para 
reducir una fracción a expresión entera o mixta aplicamos la siguiente: 


REGLA 


1) Se divide el numerador entre el denominador. 


2) Si la división es exacta, la fracción equivale a una expresión entera. 
3) Sila división no es exacta, se continúa hasta que el primer término del residuo no sea 
divisible por el primer término del divisor y se añade al cociente una fracción cuyo 


numerador es el residuo y cuyo denominador es el divisor. 


A q — PE_—á>—>CAA A ERA 
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Pal S 
1) Reducir la expresión entera * A : bar 
[8 
Dividiendo cada término del numerador entre el denominador, se tiene: = 
— 
4-28 _ 4 _ 2 _ A. uy 
2x Era A 
2) Reducir a expresión mixta os 


Dividiendo el numerador entre el denominador: 


A NS 
38 P— 


4a 


- 128 -4 
_12 


4 3a* 120 -4=8*-4a+ 
Cambiando el signo al numerador —4 y cambiando el signo a la fracción, tendremos: 


339-127 -—4=98*- la — 4 R. 


a són 7-35 43 
3) Reducir a expresión mixta 222 


3x2 
6 <= —8x +9 2 
6 + 4X >, 2x-1 
3 - x+3 
3 Ñ =Z 
- X+1 
3_qy2_ pS 44 
Tendremos: AA 14 == ] 
3x*-2 3n*-2 
Cambiando el signo al numerador (a cada uno de sus términos) y a la fracción, ten- 
dremos: 
6-3-5+3_9y_ 421 R 
3-2 3x?-2 
z m 
Reducir a expresión entera o mixta: pb, 
Q 
o 
6a? - 104? ax y -6x?y? + 3xy? +3 108? +152-2 o 
q —_—_— pto A 3. —— A AE : 
2a 3xy Xx 53 EE 
— 
Lu 
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9-6 +3x-5 2-1 -6x+1 x' 41? -3x 
» 3x A PE bi x*-2 
y E St0 sq BPEady+2I-67 y TOP AO 8099 
E: 3x - 2y 27 -3n+1 
12? —6x 2 2x -7x*+6x-8 8x* 
pS 2 Sn a 
arras 2 =x+1 4 +5x+6 
a+3p 2a*- 38 +8? 6m* +3m*n 
n —_— MOE 
> a+2b E a+! > 37 ma? +11 


IV. REDUCIR UNA EXPRESIÓN MIXTA A FRACCIONARIA 


— 

[de] 

— 
a 


Se multiplica la parte entera por el denominador; a este producto se le suma o resta el 
numerador, según que el signo que haya delante de la fracción sea + 0 —, y se parte todo 
por el denominador. La fracción que resulta se simplifica, si es posible. 


un 
o i 
1) Reducir x-2+-3- a fracción. 
o x—1 
=> 
- 2 3_x?-3x+2+3 
E. x-24+-3 — («—2x—D+3 _ x3x+24+3 _ R. 
x-1 x-1 x-1 
al 
2 
2) Reducir a+p- 222 a fracción. 
2 2 2 2 2 2 2 2 ; 
arp-E+0*_(arblla-b)-(a*+0*)_ ab? - al? _ E 
a-b a—-b a-b 


IMPORTANTE 

Obsérvese que como la fracción tiene signo — delante, para restar el numerador a? + b? 
hay que cambiarle el signo a cada uno de sus términos y esto se indica incluyendo 
a? + b* en un paréntesis precedido del signo —. 


3 : E do 
3) Reducir x+1- AS a fracción. 
Xx +5x+6 
45-18 (+ Mx?+5x +6) -(x 7 +5? 18) 
x+1-% SA 
+ 5x+6 x +5x26 


AR +18 12 _ (+8) 43) _ 148 R 


A +5x+0 e+5x+6 (+3 +2) 
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Reducir a fracción: 
Aa od 7ab*-0 
a+ 8. x+2 53 15. 2 +300-b*+ 5) 
E j e —6x a 
2 m.n-E 9 x-3x- A q 
m 3 x+2 —x+1 dd 
3 ey q 
3. X+5-—= 0 x+y+4422 17. Xx43-% == 
X-2 : 2) xy x?*-4x+3 
na 1. 40, m-2n 18. gay Hb +3ab* a 1 
a+b m-n db 
1-a? 5ax—6x? Xx -2 
EE 12. Me 19. x-3- 
a Ps e TT x—6x+9 
1% 13. m2-2m+4-É_ 20. 2232454 211249 
4 m+2 Pa? 
E 14.054 902) 
a+X Ñ x-2 


V. REDUCCIÓN DE FRACCIONES AL MÍNIMO COMÚN DENOMINADOR 


S 
= 


EJERCICIO 124 


REDUCIR FRACCIONES AL MÍNIMO COMÚN DENOMINADOR es convertirias en frac- k 192 


ciones equivalentes que tengan el mismo denominador y que éste sea el menor posible. 
Para reducir fracciones al mínimo común denominador se sigue la siguiente regla, la cual 
es idéntica a la que empleamos en Aritmética: 


REGLA 


1) Se simplifican las fracciones dadas, si es posible. 

2) Se halla el mínimo común múltiplo de los denominadores, que será el denominador 
común. 

3) Para hallar los numeradores, se divide el m. c. m. de los denominadores entre cada 
denominador, y el cociente se multiplica por el numerador respectivo. 


Mi EJEMPLOS 


208 ÁLGEBRA *= BALDOR 


E A | 
PA EZ | 

A 5_5xa_ 52 | 
o 


Las fracciones, reducidas al mínimo común denominador, quedan: 
Ba? 6 52 
42x*' sax?” gay? 


Estas fracciones son equivalentes a las fracciones dadas porque no hemos hecho más 
que multiplicar los dos términos de cada fracción por el cociente de dividir el m. c. m. 
entre su denominador respectivo, con lo cual las fracciones no se alteran (176). 


2 SE 1 2x-3 ini Í 
2) Reducir a al mínimo común denominador. 


El m. c. m. de 3x?, 6x y 9x7 es 18x?. Éste es el denominador común. 


T : 18 + 3? = 6 1 _1x6x_ 6x 
endremos: 18x" + 3x Xx nn 
2 3 2 
18x* + 6x = 3x x-1_ Mé (xP) _ 3 -3x | 
3 bx 18 18x? 
18% + 91 =2 21-3_22x-9)_ 4x6 | 


90. 1 > 18 


6x 3x% -—3x? 4x-6 
187 187 * 18x? 


Reducir 2? 24 312 al mínimo común denominador. 
ab 'ab+b? al+ab 


Hallemos el m. c. m. de los denominadores, factorizando los binomios: 
ab =ab 


ab + b*=b(a + b) 
2 +ab=a(a + b) m. c. m. =ab(a + b) 


Ahora dividimos el m. c. m. ab(a + b) entre cada denominador o lo que es lo mismo, 
entre la descomposición de cada denominador. 


— 


abla+b)_ a-b_(a-blla+b)_ a?-b? 
ab =d+b ab ab(a+b) — ab(a+b) 
abla+b)_¿ 2a__ 2axa _ 22? 
bla+b) — ab+b? ab(a+b) ab(a+b) 
ab(a+D) _ y 3b _ 3bxb _ gp? 


ala+b) al+ab ab(a+b) ab(a+b) 


Y 
PA] 


Reducir 242 x+3 E 88 x+4 
%) AA 2 


FRACCIONES ALGEBRAICAS. REDUCCIÓN DE FRACCIONES 


al mínimo común denominador. 


Hallemos el m.c.m. factorizando los denominadores: 


: xi 1 =(0+1)00=1) 
4 3x +2 = (+ 2)(x+ 1) 


Xx +x-2=(x+2)(x-1) 
Dividiendo el m. c. m. (x + 1)(x — 1)(x + 2) entre la descomposición de cada denomina- 


dor, tendremos: 


(+ Dc +2) 
(x+1(x—1) 


DO 00+28)_ y 3 
(+2) (141) 


(x+ DO-D00+8) Z +1 
(x+2)(x—1) 


=X+2 


Reducir al mínimo común denominador: 


11.22 E A e 
b ab AAA 2' 5x+15' 10x +30 
2 4 14, 4-3 3 26, 2-1 3x+1 4x+3 
2a' 3a?x "d(a+5) 8 Na 3x +12' 6x +24 
MOS. A e * 3 2 5 
1 Ss odo: 
2x” 4x'8x? e Aa-Xx) 6 a a+4' 9a2?-25' 3a- 
qx 3 16 352 x+3 28 x+1  x42 3x 
ab?” aéb' a? Y xl mx A +6 x2+5x +6 
5. y Ei _ 17 1 a b 29. a+3 = == a a 
Bx*' gxy 12y* " 2a+2b' 4a-4b' 8 a +a-20'a*-79+12' a?+22-15 
a-15a+2 3 a+1 La 1 
b. e E a 18. ¿a y ' 30. ar A | AS 
3a '6a e xy xexy xy + y? a-1a+arta-1 
xX-Y X+Y 2 1 a 1 A: 
7. ==, —, 5 19. PETT DT] 31. A e 
xy '3xy? ao" arab a?-ab 211313 
QUO A. ON E A 
2m 5m*n' 10n* RA 02 0+2ab' alx+abx' 4ax?-4bx? 
9 2+b a-b at+p* A m n 33 1, 241 3(a+1) 
6 22' 36? "mon m+ma m2mn a-1 (a-1)” (a-1) 
-b 3b- -3b E 5 
de a Ed 34. E 21 
a” 4b 2 n= n+1 n?-1 6x+7x+2 2x+1 6x +4 
1.23 2? A 
5 x+1 ar a amb 
e ELA AN mA rl 1 
a+b' ae o? x-1 142 x?+x-2 


m.c.m.= (x+1)(x— 1)0r+ 2) 


X43 (32) 6 


1 (a+ MM +2)  (x+ (0 D(1 +2) 


2x 2x(x—1 2x?-2x A 
AN TE ro 


FEE pi 48) ana 


EJERCICIO 125 


ores europeos de la Matemática hispano-arabe (siglo X111). 
las 1 16 > HI Js eruditos que se 


capíruLo XIV 


Operaciones con fracciones 


I, SUMA 
193 ) REG 


) Se simplifican las fracciones dadas si es posible. 
/) Se reducen las fracciones dadas al mínimo común denominador, si son de distinto 
denominador. 
3) Se efectúan las multiplicaciones indicadas. 
Se suman los numeradores de las fracciones que resulten y se parte esta suma por el 
denominador común. 
5) Se reducen términos semejantes en el numerador. 
5) Se simplifica la fracción que resulte, si es posible. 


a A o 


— 


Si 
Lo 
E 

o 


3,,a-2 


) Sumar Y Ez 


Hay que reducir las fracciones al mínimo común denominador. 


M EJEMPLOS 


XIV OPERACIONES CON FRACCIONES 211 


El m. c. m. de los denominadores es 6a”. Dividiendo 6a* entre los denominadores, tene- — ¿z 
mos: 6a?+ 2a = 3a y 6a?+ 62? = 1. Estos cocientes los multiplicamos por los numera- 
dores respectivos y tendremos: 

3,2-2_33), a-2_ % .a-2 

2a 6% 6 67 6% = 


(sumando los numeradores) = a = al 
(simplificando) = > 1- = R. 
12,1 


2) Simplificar 4-4 A ta MA A 


El m. c. m. de los denominadores es 10ax”. Dividiendo 10ax? entre cada denominador y 
multiplicando los cocientes por el numerador OS tenemos: 


x-4a — xx 4a)+ 2a(x—2)+ ax 
O e 10ax? 
e 5x?-20ax + 2ax —4a+ ax 
hi = 
(multiplicando) = Ta 
(reduciendo términos semejantes) = % "22% —p, 
E=] 
Simplificar: A 
A EE 6. Ls q, ES = 
4 6 mom m mn na am a 
a Xx, ,x+2, 1 492 +22 2x0 2 
Ap > a AR 3 pr 
5a% 3ab AR a 9x =, 
LJ 
q, 22b,b-a y 23 3x+2 xa AA a paa 
15a  20b 3a 10x  5ax ab ab ab 
2h _Aah? 2 e 
E a+3b,ab E 9. 3,X+2,Xx A 44. a+3b, 2a 3m,3 
3ab 5a“b 5  2x —BX ab am a 
a-1,2a,3a+4 X-Y ,2x+y , y-4x 
A A 


Y 
' 
-—" 

x 
r 
ri 
( 
O 
) 
ve) 
pan 
co 
an 


95 E 


1) Simplificar + 3 * 2 


MI EJEMPLOS 
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Hallemos el m. c. m. de los denominadores, factorizando los binomios: 


3x +3 =3(x+ 1) 
2x - 2=2(x- 1) 
É-1=(+1)-1) m. c.m.: 6(x+1)(x—1) 


Dividiendo el denominador común 6(x + 1) (x— 1) entre cada denominador, o lo que 
es lo mismo, entre la descomposición de cada denominador, y multiplicando cada 
cociente por el numerador respectivo, tendremos: 

A 1 4 1 AX M4 x+ 146 

PR Ue, | 6(x+1(x—1) 
2x-2+3x+3+6 


(multiplicando) = SÍ") 


(reduciendo términos semejantes) = ¿pp R. 


1) 


E EA AZ a+6 
E MO ras E a —5a+6 
Hallemos el m. c. m. de los denominadores: 
a —4=(a+2)(a-2) 
a? -a-—6=(a-3)(a +2) 
a* - 5a+6= (a-—3)(a —2) m. c.m.: (a + 2)(a — 2)(a — 3) 
Dividiendo el denominador común (a + 2) (a — 2)(a — 3) entre la descomposición de 
cada denominador, y multiplicando los cocientes por los numeradores respectivos, 


tendremos: 
at, 22, 246 _(a-Ma-9t(a-2+(a+2(a+6) 
4 P-a-6 25246 (a+2)(a—2)(a-3) 
CEN 
(multiplicando) = 2-da+3+2?-4a+4+2%+84+12 


(a+2)(a-2)(a-3) 


(reduciendo términos semejantes) = - ho. 


a” —4)(a-—3) 


hu . 
S  Simplíficar: 
| q bs bt 5. m4+3,m+2 9. 1 Y ; 
E] a+1 a-1 m-3 m-2 3x-2y 9x*-4y 
oO 2 pa 
Ss FA ERE 10. En, == 
=> x+4 x-3 X=Y X+*yY x+3a x*-9a 
Sl 3 6 x+1 a a 
Xx 
— 2. Y —_Áá—+ 1. S+5 
lx 2x+5 ==" la 1 
LIO g 2 ¿3H 12. + 2 


Xy x+y “es 1-2 ai—ab ab+b? 
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ab 0 x-3 
13 p A EE 
0tpr* 3a+b 2 > 5x—-10 3 
1 1 x+5 x+4 x-3 
o SA 
Wa ao? O A TINA 2D 
3 8 1,12 Xx 
15. “3+ 5 24. —+ + t— 
ey (yl 2x8 xe+2x+4 
Xx a+X a 2 a 2+1 
A A noi 
A era ax a E a+1 (a+1? (a+1) 
3 Xx=1 , x+8 2x X+1 1 
== ts an 
E +4 2x4 x?-4 ia 30+tix+6 x?-9 3x+2 
La pl 1 x+3 E 3 
—— ¿AS ; HF + 
Ma SS ds 41 ad +1 
LME Ax 28 bi 1 x+1 
AN xy E -y? El $ ur TEN (x-1)(4 +2) (+3) 
A a+5 29 x-2 x-3 2x1 
a-5 "5 7 5 aa "ar 5x3 aaa 6 
q 2 1-85 a-2 243, a+1 
A 30. 4 
a 5a-3 2b5a?-9 ada AO 
Il. RESTA 
REGLA GENERAL PARA RESTAR FRACCIONES kK 196 


1) Se simplifican las fracciones dadas si es posible. 

2) Se reducen las fracciones dadas al mínimo común denominador, si tienen distinto 
denominador. 

3) Se efectúan las multiplicaciones indicadas. 

4) Se restan los numeradores y la diferencia se parte por el denominador común. 

5) Se reducen términos semejantes en el numerador. 

6) Se simplifica el resultado si es posible. 


sr 
E 
[12] 
e] 


Mi EJEMPLOS 


214 


— 


— 
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i 2ab+tab?  dab?-3 
(multiplicando) = 60 E 
(restando los numeradores) = 28" pe (4ab*-3) 
2 
(quitando el paréntesis) = 4? - E 
(reduciendo) = HR. 


IMPORTANTE 

Obsérvese que para restar 4ab? — 3 del primer numerador hay que cambiar el signo 
a cada uno de sus términos y esta operación la indicamos incluyendo 4ab? — 3 en 
un paréntesis precedido del signo —. 


Restar ==? de E E 


El m. c. m. de E denominadores es 3x?, que será el denominador común. 


1 x+2_x(x-1)  3(x+2) 
Tendremos; 21 — 242 4009) _ 
es Br  x? ax? 3x? 


(multiplicando) = 


2 -= 
(restando los numeradores) = *=* (3x +6) 


3x 2 
(quitando el paréntesis) = ES 
(reduciendo) = +2 AR, 
Simplificar £22=2 AS 2 E. 


En la práctica a abreviarse algo los pasos anteriores, como indicamos a conti- 
nuación. 
El m. c. m. es 4x? 


+3x-2 _ 2x+5 20 +3x—2)-x(2x +5) 


2? 4x ay? 
2 
(multiplicando) = 94+9x-4-2:'-5x 
qx 
(reduciendo) = *-* R. 


Obsérvese que al efectuar el producto —x(2x + 5) hay que fijarse en el signo — de la 
x y decimos: (-1)2x =-2x?; (295 =-5x. 


OPERACIONES CON FRACCIONES 215 
L-=] 
Simplificar: A 
1 43_122 5, 20+3_ 4-2” 9341 1243 o 
4 8 da Ba AAA o 
a+5b_b-3 0 Y y 0 A z 
e ab 20x  2y 2a 3ab Gato? > 
2 1 x-1 x-2 x>+3 
AT A 
3mn* 2m*n 3 4 6 
q 2-3_ 4-3ab? ¿9 211 _4%+1 
Sab 34%? 5 102 20? 
7 ACCIONES CON DENOMINADORES COMPUESTOS k 198 
174) 
) Simplificar —*> 1 al 
p ab=bt hb” S 
Hallemos el m. c. m. de los denominadores: - 
ab —b?*=b(a — b) a 
b=b m. c. m.: b(a—b) a 


Dividiendo b (a — b) entre la descomposición de cada denominador y multiplicando 
cada cociente por el numerador respectivo, tenemos: 


AN a e a a O A, R 
0-0 hb bla-b) b(a-b) bía-b) , 
z s . 1-3x 
simplificar 5-1 2%. 
) P AR A 


Hallemos el denominador común: 

x+x=X(1 +x) 

xx =x(1 -x) 

x—=x(1=x) =X(1+x)(1-%) m.C.mox(1+x)(1-X) 
Dividiendo x(1 +x)(1 —x) entre la descomposición de cada denominador, tenemos: 


2 1 1-9x _2(1-x)-(1+x)-(1-3x) 


xx? xx X(1+x)(1-x) 


_ 22X=1-X=1+3x _ 0 =0 R 
NE) AA 


Al reducir los términos semejantes en el numerador, se anulan todos los términos, 
luego queda cero en el numerador y cero partido por cualquier cantidad equivale a 
cero. 
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att (4 3 


3) Simplíficar IT 
Hallemos el denominador común: 


2x* - B=2(x — 4) = 2(x + 2)(x — 2) 
x+4x +4 =(x +2) 
x-2=(x-2) m.c.m.: 2(x +2) (x- 2) 


Dividiendo 2(x + 2)*(x — 2) entre la descomposición de cada denominador, tenemos: 
4x1 pr 3 _ 2) (4? 1) 2x2) (00+ 1972 4-2) +9) 
ax 7-8 x+4x+ 4 1-2 Ax+2)(x-2) 


+2) 1) -2(x 2)? +2x +1) -2(0 + 4x + 4)(0 +3) 
2(x +2 (x-2) 


4487 2-20 3x2) 20 +7: +16x +12) 


Ax +2) (x-2) 
0482-20 +6x+ 4-27 14x — 32-24 
Ax +2 x-2) ! 
S 6x7 -27x-22 _ 61 427x422 
(reduciendo) = AUD AR) R. 
ly] 
pa 
1. De 1. restar 6. Restar —L, de 17 
o x-4 x-3 XX X+X 
oO 
o 2d SL regar E 7. Restar 5% de 214 
E men m=n a- ES (a- xy 
PP 1-x T+x a+l 
LU a LAN Restar OS 
273 1+X 1-x £ 2 d 6a+3 
+ —4 
4. De a+b restar b-a 9. Restar a+3 a 
a+ab ab +? A4+ra-12 a-6a+9 
5 De DN restar men 40. Restar Da a? +4ab—3b* 
m=n m-n ; a+3b a 9? 
Simplificar: 
“1. ES _ 241 14. A=b 2 1. a A E 
Ps (E 4x+4  8x-8 Ga+r9  4a?4+122+9 
1 1 X 1 x+1 x-1 
A 15. a - 
Pe-oi  (a-by y wy y a Arxrd mx 
a ES 1 HON TIA peo DORE ALO 


6x+x-2 Ax 7-4x+1 A 2+a ¡2-2 Jas? 


XIV OPERACIONES CON FRACCIONES 


Eo a 
122? +12 


da+4 8a-8 


27 


" a+ab a+b 


Mi A 
A AR AY 


EY MEDIA 
Ce 2 xi+2x-3  x45x+0 


11, SUMA Y RESTA COMBINADAS 


¡AS ap? 


¿a a Aba 
Hallemos el común denominador: 


a? - ab =a(a-—b) 


1) Simplificar 


ab =ab 
adb - ab? =ab(a? — b?) =ab(a +b 
Tendremos: 


1 a+p? 


+ 
*-ab ab 


ab-ab 


(multiplicando) 
(reduciendo) 
(simplificando) 


*x- x+3 


2) Simplificar > 
Hallemos el denominador común: 
Xx —x=x(x-1) 
Xx +3x 4 =(x + 4)(x- 1) 


x+3x — 4x2 =x a? + 3x — 4) =x(x 


217 


1-9x 
(1-11) 


3 
Axl 


(xy 


a-1 _  103-1 
da?+82-32  8a2%+402+32 


E > 
" 2a*-2a-4 
E = á 
A-2 217 +3ax +9) 
a+1 


_art_ 914 
50 502+50 


2a*-3 
“102410 


M EJEMPLOS 


Ja —b) m. c. m.: aba + b)(a — b) 


_d(a+b)+(a+b)a—b)-(a?+b*) 
E ab(a+b)(a—b) 


_abrtra ea 
ab(a+b)(a—b) 


_ eb? 
— abla+b)a—b) 


bla-b)___ 


j 
ab(a+bl(a-b) ala R. 


4h) 


+ 12x+16 
3x4 x0+ 3x0 4x0" 


+ 4)(x-1) m.c.m.:x? (x— 1)(x+4) 


218 


EJERCICIO 130 


E E A 
AB E ADA 
BPE. qe a+12 

iia 6a+12  122+24 


A 


a+3_, a-1 -4 
a 
Po 2a+2 4a-4 


“Frab ab abro? 
nl E 

X+Y xy Pa 
ERE 

=p ax 

x+1 TA TS 
za 4x5 45 +4 
241 e E 
12x+8 TS 16x-8 


x+y Po 
q 41_22, Prat 
3a+3 6-6 daá-9 -9 


Ez E 
ls az ra ? aer 2+Ba+12 


Ma 
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14 EL AR Y 
Xy  Xy+y?  x+xy 
15, E E _ 41 
¿9 Fan a+1 
11 4 ADE 


x1 1 1 
1 


pd a 

18, 24-213 
x-2 xM+2x+4 8 

POD A A 
MERax—10 MAX INR Z 


1 1 1 1 
—+—-— Gl 
ze (MY 7-1 


e SS 
iS 


3 a 


EZ 

rt ¿2 

22. 1 E. EE 
0 ORGA 96 
a * ES E 
TS 3x3 eE” 18x—18 
a+2 7a a-3 


2a+2 8-8  4a-4 


2-3 , 2a+5 4a—1 
+10 408420 60a +30 


3 
do NAO HH 
DE 26 rta 
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AR 1 1 1 
NS A 

8-2 243 2 5+528 5-54 10+108 
29 2432 _2-3a__a_ PE A PO 

2-3a 2432 (2-38) 3-3x 3+3x 6+6x% 2-2x? 
vivi I0OS E SIG UN N 1 SUN ' y ' ALLIUI A k 199 


Los cambios de signos en las fracciones se usan en la suma y resta de fracciones cuando los 
denominadores no están ordenados en el mismo orden. 


A 
1) Simplificar +5 dni" 


Cambiando el signo al denominador de la última fracción 1 — x? queda x? — 1, pero 
para que ese cambio no altere el valor de la fracción hay que cambiar el signo de la 
fracción, y tendremos: 


NM EJEMPLOS 


2 3 x+5 


PA 
El m. c. m. es x?— 1 = (x+1)(— 1). Tendremos: 
2 + 3 PI E A 


PS ENE (+ 1x1) 
_2x-2+3x+3+x+5 
e) 
6x6 _ (+1) _ a 
0-1) ea 1) 1 
E E A 


5x6 2-x  (B-x(1-%)' 
Descomponiendo x” — 5x + 6 = (x — 3)(x — 2). Entonces le cambiamos el signo a 
2 —x quedando x — 2, cambiamos el signo de la fracción y cambiamos el signo de 
los dos factores del tercer denominador (3 — x)(1 — x) quedando (x — 3)(x— 1) y 
como son dos factores (número par de factores) no hay que cambiar el signo de la 
última fracción y tendremos: 
1 2x _x(x—1+(x-1)(x-3)-2x(x-2) 


- E E — KH XÁ nz 
30D 727 3-0 (Da —2)r-3) 
Xxx +32 + 
(x—1)(x—2)(x—3) 
4 —X+3 
1) —2)(x-3) 


ps x-3 = 
“(200-2%=3) (1-12) A. 
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ba . . 
2 — Simplificar: 
S y ASES o 2,3%, d 
a m-n nm a+3 a-3 9-a 
e y? 2x x+3y, 3y? X 
Lu 2 EN A 
= XE=XY Yy-=X FEE ASAS 
1 X Xx x—3 1 
Mi 10. + 4 
MEME MEA x+2x-3 (1-x)(x+2) x+2 
a+b a 3 1 4 
AAA 11. => - 
at=ab bie? 2a+2 4a-4 8-82? 
x-4 Xx 1 a+l 2 
A 1 — 4 — 
2-2x-3 6-2x a-3 (3-alla-2) (2-a)(1-a) 
3 2 
6. A E 13. 2x 2 as e 
x*+2x-8 (2 x)(x+3) xa H=x + x +1 
1 2 7 x+2. Xxat, 4x%4+6x+3 
, —+ Y a AS 
2x+2 ix 4x4 3x-1 3-2x 6x*-11x+3 
Ñ IV. cseniaqaó DE FRACCIONES 
Il 200 ) REGLA GENERAL PARA MULTIPLICAR FRACCIONES 
| ) UNECO 
1) Se descomponen en factores, todo lo posible, los términos de las fracciones que se 
Ñ van a multiplicar. 
2) Sesimplifica, suprimiendo los factores comunes en los numeradores y denominadores. 


3) Se multiplican entre sí las expresiones que queden en los numeradores después de 
simplificar, y este producto se parte por el producto de las expresiones que queden en 
los denominadores. 


2a 3 e 
309? 4x* pa? * 
ex 


1) Multiplicar 


axati Ss x 
E AA doi as E d E 


MX EJEMPLOS 


) Multiplicar $ por PRA, 
== 


Factorizando, tendremos: 


33 ¡404 _ 001) (2 _ (+2) _ 306 q 
ares o 22) A 2 i 


Hemos simplificado (« — 1) del primer numerador con (x — 1) del segundo denomi- 
nador y (x + 2)? del segundo numerador con (x +2) del primer denominador. 
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4 14 es = 
2. Y 108? 9m E 
E E 
pr e = 
5,47 14m yl Y 
e , Y 749418 5y 25 
ty? 2 ax li y-5  "5y+15 
5,2230 a ayy? 0403 2074 9x 
DESEA 1. == ls 18. ——_—_— 
a bo Ay FOO MS 
ex _3a?_ 5y? 2 +2x eo 2-27. aArart 
a A A A 19. A 
me y Tay? e ESAS: ai 40 +9 
-3m . 5n* a-abya-b_ 3 at+dabrab? 2a+4b 
IE 1 E, E y A, 
e 1007 18ax > a?+2a+1 * 6a?-6ab > 3 Mar 
pa MR (x- y, ext 1=X., 248 E 
1. == 
6 “ax+2 lao da? ye a rs a 
Tr E E O TE 
16. e px "at Ha ad 
ment? mont axy 10? 17 16y 2 6xy 
A 4. q IT 
(m+x)?—n' +MN-MX x-2xy-8y? xi+dxy x+2y 
: 2a*+280* AR E 97 x0+dax+ da? 2ax— da? e, Ba +6x 
2axi—2ax aX +1 dax—6r  axra  ri+rdax+za 


qt 81 art, 20-12 OR Des 
284108 a -3% 2ar18 2a+22 
99; 2+70+10. 2*-3a-4 4. 
é=ea=7 Pipa 15 2-8 


A H2T ¿A 
nz A rr PRETO x-3 


28. 
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MUITIPIICACIÓN DE EXPRESINNES MIXTAS 
201 ) MULMHPLICACIÓN DE EXPRESIONES MIAIAO 


REGLA 
Se reducen las expresiones mixtas a fracciones y se multiplican estas fracciones. 


o 
e —3 por a-2+-5. 
S Multiplicar a+3 5 Por a e 
= Reduciendo las expresiones mixtas a fracciones, tendremos: 
A a+3- 5 -(0+3le-1-5_ +22-3-5_ 4”+29-8 | 
a-1 a-1 a-1 a- 
9, 5 —(a-2(a+4)+5_a%+22-8+5_ 2%+29-3 | 
A a a Ei | 
Ahora multiplicamos las fracciones que hemos obtenido: 
e Ai 5 a E a?+22-3 
(a+3 ¿| 2 57)> a-1 a+4 
= (8+4e-2),, (a+3)(a-1) 
LES a+4 
=(a-2)(a+3)=2"+2-6 R. 
m 
“2 Simplificar: 
o 
S (a+3)(2-,3,) 7. a 5) 
o 
ib 2 [x-2 ll x+2, a [xl 1 3 
2 Ut O 
j ad 
a (1-5)(1+2) o (m-22,)(1+ 2) 
4. (2+2,)(1-2) 10. a (S 
a-b É +X a+4x 
1 10-2x b 
5 (1+2-2)[+-2+ a) 11. (1+. (1-21 2) 
6. (12)[-5) 12. (2+2)(2-2)(+:) 
y x+Y x+1 x+2 
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V. DIVISIÓN DE FRACCIONES 
REGLA 


> 
NN 
a 
S 


Se multiplica el dividendo por el divisor invertido. 


un 
o 
—] 
o 
sz 
Lis 
—) 
Lu 
A 
E [al 
+ 20r*—30x , 4x6 Q 
| 3 3 ME * DAA 1 = 
año. 2 6ar5 2420-95 5 
é e O ña+ 56 59 ul 
y 5, 10m 19 20105, DAS 
77 an 16? -9 9-1 
2,3. £x 10121x 4 11x 
E E hi x 49 Xx+7 
| 15m. 20y? ads, asa 
oi Wigi 1 
ca 2-1, 24+4%+3 
hi 71m? ef q$ Pz 32% +9 
E 8 AA +56 
FIDE — PR ES 19 102019, 64 21y? 
a+6ab+90 ab+3ab? 16x —12y 32x* + 24xy +18y? 
xXx, 5x—5x 19. a'—6a _2%+32—54 
2x+6x  2x+6 P+lal +9 
a OIE 20, 15 +72, 6 +13x+6 


*-a-200 ¿+24 xx  25x+10x+1 
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1.7 47x+7 —6x+9_. x+5x-24 


23, 


amar +2  71é+7 4-1 2 +17x+8 
2MxX-2MY+NX=NY . 2a*+78b-150* _ a? —3ab—40b* 
22. A PO -8m+4n 24. ad > 
203 ) DIVISIÓ EXPRESIONES AS 
REGLA 
Se reducen a fracciones y se dividen como tales. 
a 
2 Dividirt+-2%_ entre 142, 
a xs y y 
u3 Reduciendo estas expresiones a fracciones, tenemos: 
“ Y AY AY AY AY 
Exa e+y + y A+ y 
e 41% Y+X = X+Y 
y y y 
Tendremos: 
120 ly A] AY Y 
+ y? y + y? y 
Y A, 
FsSYy MEY AY 
Simplificar: 


EJERCICIO 135 


VI. MULTIPLICACIÓN Y DIVISIÓN COMBINADAS 


204 ) Cuando haya que efectuar operaciones en las que se combinen multiplicaciones y divisiones 
se procederá a convertir los divisores en factores, invirtiéndolos, y procediendo según la 
regla de la multiplicación. 


-——. 
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S 


o 
a-3_a *+994+20 , 2-16 az 
SIMI SE > 
Pa dad” a 6ar9 28228 = 
Convertimos la división en multiplicación invirtiendo el divisor y tendremos: ul 
a-3 a '+92+20_ a-16_a-3 at+9+20 2a?-2a a 
da-4 2-6a+9 22-22 4a-4 a-6a+9 a-16 
-8=3 ¿(a+5)(2+4), 2a(a-1) 
da= =9" (a-3% “(a+4)la=4) 
_ a(a+5) _  a4+5a A 
2(a-3)(a-4) 2a* —-14a+ 24 4 
ww 
Simplificar: pa 
A 6 a-8a+7 2-36 ,8-2-42 o 
ETE PO ó> 1 24025 O 
5a, (2, 5x x—2Tx 420x410, x?-100 E 
cial Irc Eire Ei eS a pr 
b 10” sa XEA+TX—30 Xx" +3x"+9x x-3 => 
q 241 3-3, Pra q E 1 [Pa 8 E 
a-1 2442 £+a-2 *3a-6 |6a-12" x-3 
a 642? - Gta? — 810? (x- 9) , 8a? + 9ab 9. 8x* -10x-3 4-9 841443 
81 Ba-9m (+9 6 +13x+6 3x%+2x 9x%+12x +4 
g ER = A 12 _x?-x-56. x"-5x-24 10 (a+ by? -c* y to? De, arb+e 
"A O 45 — sones Pro. e 
11 S= a [+62 55, ax+3a 
j Ta Ha 
12 m'+6mén+9mn* W-4_, mear 


2mn+1mP +30" 8m*-2mn-n" 16m? +8mn+n* 
2 2 2 
19 E, 1 (es 5) 


Pie Pax las? + 


14 EE= al, VAR —9a* 


9-2 ara 3a nn 


VII. FRACCIONES COMPLEJAS 


FRACCIÓN COMPLEJA es una fracción en la cual el numerador o el denominador, ax (205 
o ambos, son es algebraicas o expresiones mixtas, como - pao 
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Una fracción compleja no es más que una división indicada; la raya de la fracción equivale 
al signo de dividir y ella indica que hay que dividir lo que está encima de la raya por lo que 
está debajo de ella. 

E] _X 


Así, la fracción anterior 1 > equivale a [2 4) - [12 2) 
as > a Xx 


206 ) SIMPLIFICACIÓN DE FRACCIONES COMPLEJAS 


REGLA 

1) Se efectúan las operaciones indicadas en el numerador y denominador de la fracción 
compleja. 

2) Se divide el resultado que se obtenga en el numerador entre el resultado que se ob- 
tenga en el denominador. 


Nm 
2 aX 
= 1) Simplificar 42 . 
4 12 
ul X 
ye Efectuando el numerador: Y - X= e 
xa ex 
a+xX 
Efectuando el denominador: Wo Te PTA 
Le e 
Tendremos: 4-2. =—M 
14 El a+ Xx 
Xx Xx 


(dividiendo el numerador entre el denominador) 


E Xx (a+ x)l(a—x) Xx vtrX R 
ax a+x ax a+Xx a , 
x-1-2R 
. x—2 
2) Simplificar . 
x+6+ 16 
x-2 
Numerador: 
y 1 22 0-9) 12_ 1342-12 _ 1? 3x-10 
x—2 x-2 x-2 Wi=2) 
ii 
y _(+6)(x— -2)+16 _ Xx 4 4x— 12+16 _ x+4x+4 


Es x—2 x-2 x—2 


xiv 
MAY 
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Tendremos: 
2 Br 
x=2 x-2 EE =101. => x-5 
16 + 4x+4- x+4x+4 (x+2) x 


Xx+6 
E 2 x—-2 


Obsérvese que como la fracción del numerador y la fracción del denominador tenían el 
mismo denominador x — 2 lo hemos suprimido porque al dividir o sea al multiplicar 
el numerador por el denominador invertido, tendríamos: 


x*-3x10_ 
x=2 


x-2 _1x-3x-10 
x*+4x+4  x+4x+4 


donde vemos que se cancela el factor x- 2. 


mm 
Simplificar: en 
a 3 1-9..20 e 
_s aca 3 Pl S 
1. 7 ; nn — SS 
b-1 E 2d ma 
X a ul 
ul 
Me | ed 201? + 7x - 6 
2, el 8. E eE ME 
fal 1-2 4-2 
X 
2 
7 Sa ha 
3. . — 15. E 
Ae dal + p? 14 1 
É era 1 
1 3a ab 
dde po d-—- — 
PLA 10. “+0 la E 
PS 10b ab 
E e ra 
2 
X A Es = 1 
E a Scra x—1 AU 
n 11 17 
E A a A 
4 a+xX x+3 
eS a+s-E a 
6. MAS 18. 
Z 3+9%,1 Ls Sa — 11 
uE a e id a+1 


228 


ÁLGEBRA 


207 ) Ahora trabajaremos fracciones complejas más complicadas. 


3) Simplificar 


La 
— 


Numerador: 


E O o E A 2 


x-1 x+1 (eeD(x-1) (+1) (0 Y (x+1) (x—1) 


Denominador: 


EIA —X+1) — (x— ¿E + x— x+1_ +1 5 
x—-1 o (x+1)(x-1) — (+1) (1) (+1) 0— 1) 


Tendremos: 


Simplificar 


Numerador: 


a+2b_a+b_a(a+20)—(a+bla—b)_a"+2ab-(a*-b”) 


a-b a a(a—b) a(a—b) 
_4+29b-a+b?_2ab+b* 
a(a—b) a(a—b) 


Denominador: 


— ¿28-b b _bl4a— b)+(a—b) (2a— b) _ dab— b?* +24? —- -3ab+b* 
rd 4a-b b (a—b) (4a— b) (a — b) (4a—b) 

_ 24+ab 

- (a—b)(4a—b) 


* BALDOR 


PNV 
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a _  ala-b) _2ab+b* (a-b)(4a-b) 


ala-b)  2a*+ab 


_b(2a+b)_(a—b)(4a—b)_b(4a—b)_4ab—b' 


Tendremos: 
a+2b_a+b 2ab+b? 
a—-b > 
b_,2-b 2a"+ab 
a-b da-b  (a-b)(4a—b) 
aa=bh) 
5) Simplificar —4— 
IA 
x+2 


Las fracciones de esta forma se llaman continuas y se simplifican efectuando las 
operaciones indicadas empezando de abajo hacia arriba. Así, en este caso, tendre- 


a(2a+b) a > 


mos: 
E O x-2 _ x-2 
pa CE ll X+2l E x-2 
2 Er Xx 
y X a PE) 
| x+2 Ix+2 
AE E A A A 
di ERA Ls RARA 
Simplificar: 
q44+1 243 _ X41 14-20 E . 
. ¡3 4 XxX+4  x+2 E T+ ix? 10 HA 2a+2x 
ES E YA x1_x3 2 PAS 
x-1  x+1 xX+2  X+ 1-y0 dx a+x 
A e_m—r Xy AY a+2b,b 
x-1 x+1 n men X-Y Xx+4Y a-b aá 
2, 5. 8. 11. 
x-2,2x+6 Mon 0 X4Y _ X+8 a+b, 3b. 
Xx Xx+1 n  m Xx Xx+y a  a-b 
a a,1 a+x _b+x ¡-7,2 
a-b a+b ba ax b-x 0 
: a+b_a $ a b-a > AAA ba 16 
a- b E a-X b-x X 
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e P 4, 2b+c 1 
b_a a-b-c 1 
13. 0550 MEA 21. a 
bae a-b+c 
14 ———— 18. === 22. 24 — 
xo ay TE la_a LA 
x+y a ta 
e 4 x+1 MER - 
qa EA il x+2 23. 142 
As x-5 142 
ta ta y-4, 1-2 x 
A SL 1 
q E l x+7 E 
_— PAN == 
X-Y+Z X+Y+Z E Al x+1 
Xx 
1 x—1 
26. 
aqnatl E +2 
PE x-2 
x—_——— 
a x+1 


VIII. EVALUACIÓN DE FRACCIONES 


208 ) INTERPRETACIÓN DE LA FORMA * 


La forma A que representa una fracción cuyo numerador es cero y cuyo denominador a es 
una cantidad finita cualquiera, se interpreta así: 


00 
a 


En efecto, sabemos que toda fracción representa el cociente de la división de su nume- 
rador entre su denominador; luego, 2 representa el cociente de la división de O (dividendo) 


entre a (divisor) y el cociente de esta división tiene que ser una cantidad tal que multiplicada 
por el divisor a reproduzca el dividendo 0; luego, el cociente o sea el valor de la fracción será 
0 porque Oxa=0. d 


M EJEMPLO 
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INTERPRETACIÓN DE LA FORMA $ | (20 


Sea la fracción E en que a es una cantidad constante y x es una variable. Cuanto menor sea 
Xx, mayor es el valor de la fracción. En efecto: 


Para x=1, aia 
s 1 
le aa 
Para Xx y El 10a 
10 
¿Le 2- i- 
Para X= pp» O 100a 
100 
EE FL 
Para X= 095 te 1,000a, etcétera 
1,000 


Vemos, pues, que haciendo al denominador x suficientemente pequeño, el valor de la 
fracción r será tan grande como queramos, o sea, que siendo a constante, a medida que 


el denominador x se aproxima al límite O el valor de la fracción aumenta indefinidamente. 
Este principio se expresa de este modo: qa 


El símbolo eo se llama infinito y no tiene un valor determinado; «o no es una cantidad, 
sino el símbolo que usamos para expresar, abreviadamente el principio anterior. 


Entiéndase que la expresión qa no puede tomarse en un sentido aritmético literal, 


porque siendo 0 la ausencia de cantidad, la división de a entre O es inconcebible, sino como 
la expresión del principio de que si el numerador de una fracción es una cantidad constante, 
a medida que el denominador disminuye indefinidamente, acercándose al límite O pero sin 
llegar a valer O, el valor de la fracción aumenta sin límite. 


Mi EJEMPLO 
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210 ) INTERPRETACIÓN DE LA FORMA * 


Consideremos la fraccion y en que a es constante y x variable. Cuanto mayor sea x, menor 
será el valor de la fracción. 


En efecto: 
Parax= 1, ¿=i=a 
Parax= 10, 2 A=La 
Para x=100, 2= E =p 1. etcétera. 


Vemos, pues, que haciendo al denominador x suficientemente grande, el valor de la frac- 
ción E será tan pequeño como queramos, o sea que a medida que el denominador aumenta 


indefinidamente, el valor de la fracción disminuye indefinidamente, acercándose al límite O, 
pero sin llegar a valer O, 
Este principio se expresa: 


Este resultado no debe tomarse tampoco en un sentido literal, sino como la expresión del 
principio anterior. 


M EJEMPLO 


211 ) INTERPRETACIÓN DE LA FORMA 1 


Considerando esta forma como el cociente de la división de O (dividendo) entre O (divisor), 
tendremos que el cociente de esta división tiene que ser una cantidad tal que multiplicada por 
el divisor O reproduzca el dividendo O, pero cualquier cantidad multiplicada por cero da cero; 


luego, : puede ser igual a cualquier cantidad. Así, pues, el símbolo: 


2 = valor indeterminado 


XIV 


VERDADERO VALOR DE LAS FORMAS INDETERMINADAS 


8 


OPERACIONES CON FRACCIONES 


> e 
ba 
ph 
o 


1) 


Hallar el verdadero valor de: 


Hallar el verdadero valor de 33 a q Parax= 5) 


Sustituyendo x por 2, se tiene: 
4 _ É-4 _ 4-4 _ 
AT AA : = valor indeterminado, 
La indeterminación del valor de esta fracción es aparente y es debida a la presencia 
de un factor común al numerador y denominador que los anula. Para suprimir este 
factor, se simplifica la fracción dada y tendremos: 
4 _(x+2(x-2)_1+2 
e x—6 (x+3la—2) x+3 


2 
x—4 x+2 
Entonces: === 
X+x—6 x+3 


MW EJEMPLOS 


Haciendo x = 2 en el segundo miembro de esta igualdad, se tendrá: 
4 _2+2 4 
4-6 243 5 


mo = 4 A 
Luego el verdadero valor de e PAX = 2es¿ R. 
3x? 211 
POSTE 
Sustituyendo X por 1, se tiene: 


ax? 2x1 _ 3(1%)-2(1)-1 _ 3-21 _0 ( ; 
$ y == =-= valor indeter 
HA a A a indeterminado 


Hallar el verdadero valor de parax=1. 


Esta indeterminación es aparente. Ella desaparece suprimiendo el factor común al 
numerador y denominador que los anula. 
Simplificando la fracción (el denominador se factoriza por evaluación) se tiene: 


3-21 _  (x-1)(8x+1) 3x+1 


4 (1) (01) (+3) (x—1) (x+3) 
Entonces, haciendo x= 1 en la última fracción, se tendrá: 
E e IS 1 LAR do 
(xD (+3) (1-1)(1+3) 0x4 0 
Luego el verdadero valor de la fracción dada parax=1 8500. A. 


E 

> 

a 
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EJERCICIO 140 


2 
4. E para X=y 


5. 2 para x=2 

x2 
XÉ-9 

e 


e-a-6 
a +29-15 


para x=3 


14, ts para fal 
Ax*+8x-5 
8x*-6x+1 
A +12 -15x +4 


x—9x +10 
0 11? +9x +18 


MISCELÁNEA DE FRACCIONES 
Simplificar: . 


12x? +31x +20 
18x? +21x —4 


> PIE 2a+1 
2, (+3+3)+ (292-213) 
q CEUTA 4 ax + 0x 

NIT 


7. Dividir x?+5x— A 
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-3x+2 
2-6 +6x-2 
7 ++ 6 


para x=1 


22. ra x=3 
EV IET FET 
3 —5x? dx +4 
23 ——_—_—_—_——_—_—— SR 
+ 2x*-3x?- 8x4 E 
A 5x +4 
28. ——__—_—. x=1 
xi 2 -9x%+2x+8 ee 
5 
25. a 1 para x=2 
Xx —3x" +10x* —4x — 40 
8x”+6x-9 3 
25 LAMA gs 
12: -13x +3 di 4 
+61 +12x +8 
71. AA pa x=-2 
x*-8x* +16 p 
2 
29, AA paa xr 
27741 3 
o, > 
29, En para Xx=1 


30. (esa 10(1+, 3) para x=2 


a yt ay? 


y xy 
al - 2 +22b(b-2) 
al ap 2p 
6. Multiplicar a + 15% por a -2+5 
a-5 a+l 


E 


pes 


CE entre x 1344 
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Descomponer las expresiones siguientes en la suma o resta de tres fracciones simples irreducibles: 


4 5 + y? 
3x 
== 
q, MX 
max 


¡ 8. 


10. Probar que <-Yé a ota 


2 9-3 _ 1 | 
11. Probar que x*—2x+1 y | 
53+4 2+4a 
12. Probar que ¿5544 9-34 
az —4a-4 22+1 
Simplificar: 
1 1 2a 
=> Ka AAXA 
lee 3-5 240 a—ab+b? 
2 A a 
141 252 i=ay LE 
-e El «| EN 
x?-9 x-3 |. atx?-168? [3 2) 
15. e x xl === 
E x2+3x) 2x%+7x+3 latx ay? 
6 4 —x?-12x +4 
Ex 4x0 —25x* —4x +4 
2 
47, —16-81x 
72x*—5x 12 
dE Y A 
10 cn) bt) 
a hi E 241.2 
AA AE AI RA 
q 9_2-3b 5 K=1 44 2a? —2b a—b 
q a=b x+1  x—1 
112-386. x 1 1 A EA 
28. 1 A o, 3x-9 6x+12 2Ax-3Y  ,_g+2 
Xx Xx Xx 
3a 5 1 A+b p 
21 la-20f 2-50" a-2b A 
: 3a? —14ab+10b* j 2? b 2a-b 
A A Mes 


a? -4ab+4b? b 


5 d, 
PISA ¡gyeny a 15 ; PALMA 


iber Cuabratarum ( 


e A e 
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capíruLo XV 


Ecuaciones numéricas fraccionarias 
de primer grado con una incógnita 


213 ) Una ecuación es fraccionaria cuando algunos de sus términos o todos tienen denominado- 
Ls _3 
res, como 7 3x 7 


214 ) SU 
Ésta es una operación importante que consiste en convertir una ecuación fraceionaria en una 
ecuación equivalente entera, es decir, sin denominadores. 

La supresión de denominadores se funda en la propiedad, ya conocida, de las igualdades: 

Una igualdad no varía si sus dos miembros se multiplican por una misma canlidad. 
REGLA 
Para suprimir denominadores en una ecuación se multiplican todos los términos de la 
ecuación por el mínimo común múltiplo de los denominadores. 

S ) Suprimir denominadores en la ecuación 4=%-2 

2 p 25% 

=s El m. c. m. de los denominadores 2, 6 y 4 es 12. Multiplicamos todos los términos por 

— 12 y tendremos: 

E 12x — 12x _ 12 

da CIA 


xv 


ECUACIONES NUMÉRICAS FRACCIONARIAS DE PRIMER GRADO CON ... 


y simplificando estas fracciones, queda 
6x=2x-3 (1) 


ecuación equivalente a la ecuación dada y entera que es lo que buscábamos, porque la 
resolución de ecuaciones enteras ya la hemos estudiado. 
Ahora bien, la operación que hemos efectuado, de multiplicar todos los términos de 
la ecuación por el rm. c. m. de los denominadores equivale a dividir el m. c. m. de los 
denominadores entre cada denominador y multiplicar cada cociente por el numerador 
respectivo. 

1 


En efecto, en la ecuación anterior EG el m. ce. m. de los denominadores es 12. 


Dividiendo 12 entre 2, 6 y 4 y multiplicando cada cociente por su numerador respectivo, 
tenemos: 


6x =2x - 3 


idéntica a la que obtuvimos antes en (1). 
Podemos decir entonces que 


Para suprimir denominadores en una ecuación: 


1. Se halla el m. c. m. de los denominadores, 
2. Se divide este m. c. m. entre cada denominador y cada cociente se multiplica por 
el numerador respectivo. 


Suprimir denominadores en 2 o = ml = a 


Elm.c.m. de 4, 8y40€es40. El primertérmino 2 equivale a E Entonces, divido 40+1=40 


y este cociente 40 lo multiplico por 2; 40 + 40 =1 y este cociente 1 lo multiplico por 
x—1; 40=+4=10 y este cociente 10 lo multiplico por 2x— 1; 40 + 8 = 5 y este cociente 
5 lo multiplico por 4x — 5 y tendremos: 

2 (40) - (x— 1) =10 (2x-— 1) - 5 (4x- 5) 
Efectuando las multiplicaciones indicadas y quitando paréntesis, queda: 


80—x + 1=20x - 10 -— 20x +25 
ecuación que ya es entera. 


MUY IMPORTANTE 
Cuando una fracción cuyo numerador es un polinomio está precedida del signo — como 


ST y $ en la ecuación anterior, hay que tener cuidado de cambiar el signo a 
cada uno de los términos de su numerador al quitar el denominador. Por eso hemos 
puesto x — 1 entre un paréntesis precedido del signo —, o sea, —(x — 1), y al quitar este 
paréntesis queda —x + 1 y en cuanto a la última fracción, al efectuar el producto —5(4x — 5) 
decimos: (-5)(4x) = —20x y (-5) x (-5) = +25, quedando -20x + 25. 
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215 ) RESOLUCIÓN DE ECUACIONES FRACCIONARIAS 
ala! 


CON DENOMINADORES MONOMIOS 


Nn 
3 E ión 3x-2%=xX-7 
z 1) Resolver la ecuación 3x E 
ul El m. c. m. de 5, 10 y 4 es 20. Dividimos 20 entre 1 (denominador de 3x), 5, 10 y 4 y 
Ly multiplicamos cada cociente por el numerador respectivo. Tendremos: 
e 60x — 8x = 2x - 35 
Transponiendo: 60x - Bx — 2x =-—35 
+ 50x = -35 


: VERIFICACIÓN 
aa Sustitúyase x por + en la ecuación dada y dará identidad. 


2x1 x+13 
3 72 


El m.c.m. de 3, 24, y 8 es 24. Dividiendo 24 entre 3, 24, 1 y 8 y multiplicando los co- 
cientes por el numerador respectivo, tendremos: 


8 (2x- 1) - (x + 13) =24 (3x) + 15 (x + 1) 
16x—8—x- 13=72x + 15x + 15 
16x—x-72x-15x=8 + 13 +15 
-72x =36 


S+ 1) 


Resolver la ecuación =3X + 


— 


3) Resolver la ecuación L(x-2)-(2x—3)=2(4x+1)-L(2x+7). 


Bx+2_2x+7 


Efectuando las multiplicaciones indicadas, tenemos: a (2x9 0-2 


El m. c. m. de 5, 3 y 6 es 30. Quitando denominadores: 


6 (x—2) - 30 (2x3) = 10 (8x + 2) -5(2x + 7) 
6x—12-60x + 90= 80x + 20 10x-35 
6x — 60x — B0x + 10x= 12-90 + 20-35 
-124x = -93 
124x = 93 


- 83 
2474 
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Resolver las siguientes ecuaciones: 


13. x-(6x-)-5%=1 


14. xt, Lx —5)=-5x 


16x +3 
4 


15. 4-0 =4x- 


16, L(x—D-(x—3)=¿(x+3)+¿ 


4x+1_1 13+2x 1 
18. E O E 
215, 3 So, 6 
19. Xx 1)+ 5 (10x-3)=-7(x-2)-¿ 


ATA 


7-1 5-2x_4x-3, 144 
A ALS 


2x47 _ 2-4) _4x%-6_71%+6 
3 5x 15x ax 


2[x+1]_3[x-6 
+ - 3 


afax—1_afax+2)_1(4-21,1- 
E E E AE 


22. 


E A 


di ada 


8 
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216 ) RESOLUCIÓN DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
CON DENOMINADORES COMPUESTOS 


El m. c. m. de los denominadores es 4x7 — 1 porque 4x? — 1 = (2x + 1) (2x — 1) y aquí ve- 
mos que contiene a los otros dos denominadores. Dividiendo (2x + 1) (2x— 1) entre cada 
denominador y multiplicando cada cociente por el numerador respectivo, tendremos: 


3 (2x- 1) - 2 (2x + 1) - (x + 3)=0 
6x—3-4x-2-x-3=0 
6x —4x-x=3+2+3 


M EJEMPLOS 


a.) 


k=l 


Resolver 925 5x+2 _ 2x+3 qe 


3x+4 5 


Como 5 está contenido en 15, el m. c. m. de los denominadores es 15(3x + 4) 
Dividiendo: 


0 a+ 4; este cociente lo multiplico por 6x + 5 


15(3x +4) _ 
3x+4 


20 =3(31+4) , este cociente lo multiplico por 2x + 3 


2 


— 


=15; este cociente lo multiplico por 5x + 2 


M0, 15(3x +4); este cociente lo multiplico por 1 


Tendremos: (3x + 4) (6x + 5) - 15 (5x + 2) =3 (3x + 4) (2x + 3) - 15 (3x + 4) 
Efectuando: 181% + 39x + 20 -75x- 30=18x? + 51x + 36 — 45x — 60 
Suprimiendo 18x en ambos miembros y transponiendo: 

39x — 75x — 51x + 45x =-20 + 30 + 36 - 60 


—-42x =-14 
2 1 
e ad R. 
A 2x5, 2(x-1)_ 3, 92-15) 
3) Resolver == da 2" 
Hallemos el m. c. m. de los denominadores: 
2x-6= 2 (x 3) 
x-3= (x-3) 
8=8 m.c.m.: 8 (x-3) 


4x-12= 4 (x-3) 
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cocientes por los numeradores, tendremos: 


4 (2x — 5) + 16 (x- 1) =3 (x- 3) + 6 (2x- 15) 
8x - 20 + 16x-16=3x-9 + 12x-90 
8x + 16x — 3x— 12x=20 + 16-9-90 

9x = -63 


3 


x=->7 R. 


| Dividiendo 8 (x — 3) entre la descomposición de cada denominador y multiplicando los 


x-2 x+1_ 4 


X24+2x3 xó-9 x?-4x+3' 


4) Resolver 


Hallemos el m. c. m. de los denominadores: 
Xx + 2x-3= (x + 3)(x-1) 
X-9=(x + 3)(x-3) m.c.m.: (x-1)(0 + 3)(x — 3) 
 —4x + 3= (x-3)(x-1) 


Dividiendo (x — 1)(x + 3)(x— 3) entre la descomposición de cada denominador y multi- 
plicando cada cociente por el numerador respectivo, tendremos: 


(x —2)(x — 3) - (x- 1)(x + 1) = 4(x+3) 
x—5x +6- (x*-1) = 4x + 12 
x*-5x+ 6-4 1=dx + 12 

-5x-4x = 6-1 +12 


-9x = 5 
x=-2 R 
| 
a] 
Resolver las siguientes ecuaciones: = 
3,_3 1 1 1 o 
124 =0 O = = 
5 2x1 3x-3'4x+4 12x-12 S 
yd a MEZ E 
4x-1 4x+1 4 4x-5 4 == 
os y 2X-9,2%-3_x ae 
*-1 x-1 O "9x1 5 
E E 3x1)? _18x-1 
x+1 1 E 
5 5x+8_5x+2 ; 247 PX 
"3x+4 3x4 5x+2 5x4 
2 E 
6 10 —5x+8_) 19, $X 2I7X+3) 49 


+ 9x—19 7M5x—1) 
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A e pod ere Se nit 

x-4 x-3 1-7x+12 "6-2x 5-5x 12-4x 10-10x 
14 $X1_ 342) _ 143% pe 

PI E "3 9-1 3-1 

2 

AE IOMA: Je EE Se A 

Wx ix EY 543 Xx 
16 142x_12x_ 3-14 A 

1+3x 1-3x 1-9 de y 


vi 


A de) E) 2 EU 
a: ds RENO e IE ¡OP 
E+Tr+ 12 2x+6 6x+24 da PEO 


2 
id 3 31. q2)- EZ Ea 


- == id 
(1 2x-2 20x +2 2x+3) 2x*-x-6 


18. 


1 1 3 
5x+13 _ 4x+5 7 = 
19. A RN x2+3x-28  x2+12x+35 x+x-20 
Es AL o o AD 
= x= 2 a ua 
o AAA A AAA ZW 8 7 "5 7 -7 
Li ra 7 E X+8Xx+7 x%-49 x“-6x 
A M2 
a a 15x2+7x-2 12x2-7x-10 20x?-29x+5 
= MS 
E e EN) 
29 10X—-7_3x+8 _ 5x4 2x+1 x+4 x+1 2x+9x+4 
15x+3 12 — 20x+4 ay AE 1, 
99 M1 X2_ 8x3 43 3? x+1 12-2x-3 
lia EA E E 
1 x+5 ae (+5P 
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Nicolás de Tartaglía (1499-1557). Nacido en Brescia, fui Jerónimo Cardano boba 1576) y 
uno de los más destacadí natemálicos 0el s j sono méQICO temál > 


caríruLo XVI 
Ecuaciones literales de primer grado 
con una incógnita 


-9 son ecuaciones en las que algunos o todos los coeficientes de k 217 
las incógnitas o las cantidades conocidas que figuran en la ecuación están representados por 
letras. 
Estas letras suelen ser a, b, c, d, m y n según costumbre, representando x la incógnita. 
Las ecuaciones literales de primer grado con una incógnita se resuelven aplicando las 
mismas reglas que hemos empleado en las ecuaciones numéricas. 


(218 

E 17) 

) Resolver la ecuación a(x + a) —x=a(a +1) +1. = 
Efectuando las operaciones indicadas: ax + a? -x=2a*+a+1 s 

» . 2 2 LL 
Transponiendo: ax -x=a*+a+1-a e 
Reduciendo términos semejantes: ax —x=a + 1 a 


Factorizando: x(a — 1) =a +1 
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Despejando x, para la cual dividimos ambos miembros por (a — 1), queda: 


2) Resolver la ecuación x(3 — 2b) — 1=x(2— 3b) — b*. 
Efectuando las operaciones indicadas: 3x — 2bx — 1= 2x — 3bx— b* 
Transponiendo: 3x — 2bx— 2x + 3bx=1-b* 
Reduciendo términos semejantes: x + bx=1-—b? 
Factorizando ambos miembros: x(1 + b) = (1 + b)(1 —D) 
Dividiendo ambos miembros por (1 + b) queda: x=1-b R. 


= Resolver las siguientes ecuaciones: 

= 1. aqx+1)=1 11. mín —x) - mín - 1) = m(mx - a) 
o 2. ax-4=bx-2 12. x-2a+2=2ax- 3(a + Xx) - 2(4- 5) 
6 3.a+bi=a bx 13. a(x—a) — 2bx =b(b - 2a —x) 

uy  430-+xM=2+9 14. ax+bx=(x+a-—b) — (x— 2b)(x + 2a) 


5. a(x +b) +x(b—a) = 2b(2a —x) 
6. (x-a) - (x+a)'=a(a-—7x) 
7. ax ala +b) =-X- (1 + ab) 
8. ax) Dx —b) =b*(x—b) 
9. (x-+a)0e—D) — (x+0)0-24) 
= bía — 2) + 3a 
10. x+a?=(a+x)* —a(a-1) 


15. x(a +D)-3—a(a—2) =2(x—1) -x(a —b) 

16. (m + 4x)(3m +x) = (2x— m)? + m(15x — m) 

17. “(a-x) -4a+1) Ub =x)-b(1-b% +a(1+a)=0 
18. (ax—b)?= (bx aja +x) -x? (b—a?) +2? +b(1-—2b) 
19. (x+b)- (xa) - (a+b)'=0 

20. (x+m)- 12m =-(x- mi +2x 


219 ) RESOLUCIÓN DE ECUACIONES LITERALES FRACCIONARIAS 

S 

= 1) Resolverla ecuación £- 22 _2 gp. 

s 2m m m 

pr Hay que suprimir denominadores. El m. c. m. de los denominadores es 21m?. 

tul Dividiendo 21m? entre cada denominador y multiplicando cada cociente por el numerador 
cl respectivo, tendremos: mx — 2(3 — 3mx) - 2m(2x) =0. 


Efectuando las operaciones indicadas: 
Transponiendo: 


mx-—6 + 6mx-— 4mx =0 
mx + 6mx - 4mx=6 
3mx=6 


| Resolver las siguientes ecuaciones: 


1. — 


11. 


El m.c.m. de los denominadores es x? —a?= (x + a)(x—a). Dividiendo x? — a? entre cada 
denominador y multiplicando cada cociente por el numerador respectivo, tendremos: 


(a - 1)(x + a) - 2a(a - 1) =-2a(x—a) 


Efectuando las operaciones indicadas: ax —x + a? —a — 24? + 2a =-2ax + 2a* 


Transponiendo: ax —x + 2ax =-a? + a + 2a? — 2a + 2a* 


Reduciendo: 3ax —x = 3a?-a 


Factorizando ambos miembros: x(3a — 1) = a(3a — 1) 
Dividiendo ambos miembros entre (3a -1) queda, finalmente x=4. R. 


x= im <(|3 


[> 


Se 
m 
AS 


D > 
Sh 
par 


2a4+3x _ 26x-a) 
x+4 4x+a 


2(x=C) _ 2x+0 
4x-b  4(x-b) 


Ae 2bNex +8) o 


(x-alla—2b+x) 


X+M_N+X 
xn M+X 


HO SDJOcHD) _ 22 — xt? 
X+3b 


3(x ,x1]1/x_x), 52+13b 
+) 1)» 12a 


2 
xra_(x-bf, dab—30* 
3  3x-a  9x-3a 


5x+a_5x-b 


"3x+b xa 


x+a _ x-a_a(0x+ab) 
TES 
2x-3a O 
2= 2 2 
x +4a x*-164 
2 
da A 
x+a a+ax a 


b a ab 
4 


. m(n—x)-(m-n)j(m+ x)=n?-(2mn*- 3mén) 


n 
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Francois Viete (1540-1603). Este 
ele como el fundador del Aloe 
¡on algebraica. Dio las 1 
Francia. HIZO de 


capírulo XVII 
Problemas sobre ecuaciones fraccionarias 
de primer grado 


220 ) La suma de la tercera y la cuarta parte de un número equivale al doble del número dis- 
pe minuido en 17. Hallar el número. 


my 
pooR Sea X= el número 
Tendremos: > la tercera parte del número 
X 


la cuarta parte del número 
2x = doble del número 


De acuerdo con las condiciones del problema, tendremos la ecuación: 


Resolviendo: Ax + 3x = 24x — 204 
Ax + 3x — 24x = 204 
-17x =-204 
204 


== 12, el número buscado h 
0: Jada ' A 
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, = 

1. Hallar el número que disminuido en sus $ equivale a su doble disminuido en 11. sli 
o 

2. Hallar el número que aumentado en sus e equivale a su triple disminuido en 14. z 
ee 

3. ¿Qué número hay que restar de 22 para que la diferencia equivalga a la mitad de 22 aumentada en 5 


los - del número que resta? 


= 


. ¿Cuál es el número que tiene 30 de diferencia entre sus > y sus 0? ' 


. Elexceso de un número sobre 17 equivale ala diferencia entrelos : y ¿ delnúmero. Hallarel número. | 


. La suma de la quinta parte de un número con : del número excede en 49 al doble de la diferencia 
entre ¿ y > del número. Hallar el número. 


. La edad de B es los $ de la de A, y si ambas edades se suman, la suma excede en 4 años al doble 
de la edad de B. Hallar ambas edades. 


. Btiene los A de los que tiene A. Si A recibe 590, entonces tiene el doble de lo que tiene B ahora. 
¿Cuánto tiene cada uno? 


-—i 


. Después de vender los E de una pieza de tela quedan 40 m. ¿Cuál era la longitud de la pieza? 


10, Después de gastar 5 y ; de lo que tenía me quedan $39. ¿Cuánto tenía? 


11. El triple de un número excede en 48 al tercio del mismo número. Hallar el número. 
12. El cuádruple de un número excede en 19 a la mitad del número aumentada en 30. Hallar el número. 


13. El exceso de 80 sobre la mitad de un número equivale al exceso del número sobre 10. Hallar el 
número. 
14, Hallar el número cuyos E excedan a sus , en2, 


15. El largo de un buque que es 800 pies excede en 744 pies a los : del ancho. Hallar el ancho. 


Hallar tres números enteros consecutivos tales que la suma de Z del mayor con los ? (2 
del número intermedio equivalga al número menor disminuido en 8. 


Sea X = número menor 
Entonces x+1= número intermedio 


x+2= número mayor 
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Los 3 del número mayor serán ¿+2). 


Los , del número intermedio serán 5Ue+1). 
El menor disminuido en 8 será x — 8. 


De acuerdo con las condiciones del problema, tendremos la ecuación: 


2(x+2) , 2(x+1) _ 
AS E «u-b 


6(x + 2) + 26(x + 1) = 39(x — 8) 
6x + 12 + 26x + 26 = 39x —- 312 
6x + 26x — 39x = -12-— 26 - 312 
—1x= -350 


Resolviendo: 


Six=50,x+1=51 y x+2=52; luego, los números buscados son 50, 51 y 52. R. 


1. Hallar dos números consecutivos tales que los : del mayor equivalgan al menor disminuido en 4. 


2, Hallar dos números consecutivos tales que los z del menor excedan en 17 a los E del mayor. 


3. Hallar dos números consecutivos tales que el menor exceda en 81 a la diferencia ho 3 y del 
menor y los E del mayor. 
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4. Se tienen dos números consecutivos tales que la suma de | del mayor con 3 del menor excede 
en 8 alos > del mayor. Hallar los números. 


5. La diferencia de los cuadrados de dos números pares consecutivos es 324. Hallar los números. 


6. Atiene $1 más que B. Si8 gastara $8, tendría $4 menos que los É delo que tiene A. ¿Cuánto tiene 
cada uno? 

7. Hoy gané $1 más que ayer, y lo que he ganado en los dos días es $25 más que los E de lo que 
gané ayer. ¿Cuánto gané hoy y cuánto ayer? 

8. Hallar tres números consecutivos tales que si el menor se divide entre 20, el mediano entre 27 y el 
mayor entre 41 la suma de los cocientes es 9. 


9. Hallar tres números consecutivos tales que la suma de los ; del menor con los S del mayor exce- 
da en 31 al del medio. 


10. Se tienen tres números consecutivos tales que la diferencia entre los 2 del mediano y los Í y del 
menor excede en 1 a = del mayor. Hallar los números. 


A ción 
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11. A tiene 2 años más que B y éste 2 años más que C. Si las edades de B y C se suman, esta suma 
excede en 12 años a E de la edad de A. Hallar las edades respectivas. 


12. A tiene 1 año menos que 8 y B 1 año menos que C. Si del cuadrado de la edad de € se resta el 
cuadrado de la edad de B la diferencia es 4 años menos que los Y dela edad de A. Hallar las 
edades respectivas. 


La suma de dos números es 77, y si el mayor se divide entre el menor, el cociente es 2 y í 222 
el residuo 8. Hallar los números. 


Sea X=  elnúmero mayor 
Entonces 717-x=  elnúmero menor 


De acuerdo con las condiciones del problema, al dividir el mayor x entre el menor 77 —x 
el cociente es 2 y el residuo 8, pero si al dividendo x le restamos el residuo 8, entonces la 
división de x— 8 entre 77 — x es exacta y da de cociente 2; luego, tendremos la ecuación: 


Resolviendo: x-8=2(77 -X) 


Si el número mayor es 54, el menor será 77 — x= 77 — 54 = 23. Luego, los números 
buscados son 54 y 23. R. 


1. La suma de dos números es 59, y si el mayor se divide entre el menor, el cociente es 2 y el residuo 
5. Hallar los números. 

2. La suma de dos números es 436, y si el mayor se divide entre el menor, el cociente es 2 y el resi- 
duo 73. Hallar los números. 

3. La diferencia de dos números es 44, y si el mayor se divide entre el menor, el cociente es 3 y el 
residuo 2. Hallar los números. 

4. Un número excede a otro en 56. Si el mayor se divide entre el menor, el cociente es 3 y el residuo 
8. Hallar los números. 

5. Dividir 260 en dos partes tales que el doble de la mayor dividido entre el triple de la menor dé 2 de 
cociente y 40 de residuo. 

6. Repartir $196 entre A y B de modo que silos 3 de la parte de A se dividen entre el quinto de la 8 
se obtiene 1 de cociente y 16 de residuo. 
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223 ) En tres días un hombre ganó $185. Si cada día ganó : de lo que ganó el día anterior, 
¿cuánto ganó cada día? 


Sea X = lo que ganó el primer día 
El segundo día ganó : de lo que ganó el primer día, o sea , de x; luego: 


El tercer día ganó : de lo que ganó el segundo día, o sea, A de %- de: : luego: 


Si en total ganó $185, tendremos la ecuación: 


Resolviendo: 16x + 12x + 9x= 2,960 
37x= 2,960 


= 25 580, lo que ganó el primer día R. 


El segundo día ganó: “— > =$60 R. 


El tercer día ganó: “%= =$45 R. 


1. En tres días un hombre ganó $175, Si cada día ganó la mitad de lo que ganó el día anterior, ¿cuánto 
ganó cada dia? 

2. El jueves perdí los $ de lo que perdi el miércoles y el viernes los É de lo que perdí el jueves. Si en 
los tres días perdi $252, ¿cuánto perdí cada dia? 
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3. Btiene ? 5 e lo que tiene A y Ctiene < de B. Si entre los tres tienen $248, ¿cuánto tiene cada uno? 

4. e EA 3 dela de Ay la de Clos ¿de la de B. Si las tres edades suman 73 años, 
hallar las edades IS 

5. En 4 días un hombre recorrió 120 km. Si cada día recorrió . de lo que recorrió el día anterior, 
¿cuántos km recorrió en cada día? 


6. En cuatro semanas un avión recorrió 4,641 km. Si cada semana recorrió los mA de lo que recorrió 
la semana anterior, ¿cuántos km recorrió en cada semana? 
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7. A A A A 
lo que recibe la primera; la tercera ] de lo que recibe la segunda; la cuarta > de lo que recibe la 
tercera y la quinta ¿E Ñ de lo que ae la cuarta. ¿Cuánto recibió cada persona? 


8. Urb vs 9362 por tren y avión. Por tren recorrió los 4 y de lo que recorrió en 
barco y en avión los $ E EA UD 


A tenía cierta suma de dinero. Gastó $30 en libros y los n de lo que le quedaba después (2 
del gasto anterior en ropa. Si le quedan $30, ¿cuánto tenía al principio? 


Sea x = lo que tenía al principio 
Después de gastar $30 en libros, le quedaron $(x — 30) 
En ropa gastó > de lo que quedaba, o sea > (x— 30). 


Como aún le quedan $30, la diferencia entre lo que le quedaba después del primer gasto, 
x— 30 y lo que gastó en ropa, . (x— 30), será igual a $30; luego, tenemos la ecuación: 


Resolviendo: 30230 


4x — 120 — 3(x — 30) = 120 
4x — 120 — 3x +90 = 120 
4x — 3x = 120 + 120 — 90 


Luego, A tenía al principio $150. R. 


1. Tenía cierta suma de dinero. Gasté $20 y presté < 2 de lo que me quedaba. Si ahora tengo $10, 
¿cuánto tenía en un principio? 

2. Después de gastar la mitad de lo que tenía y de prestar la mitad de lo que me quedó, tengo $21. 
¿Cuánto tenía en un principio? 

3. Tengo cierta suma de dinero. Si me pagan $7 que me deben, puedo gastar A de mi nuevo capital 


y me quedan $20. ¿Cuánto tengo ahora? 
4. Gasté ó de lo que tenía y presté ; de lo que me quedó. Si aún tengo $500, ¿cuánto tenía en un 
principio? 


5. Los ¿ de las aves de una granja son palomas; : del resto gallinas y las 4 aves restantes gallos. 
¿Cuántas aves hay en la granja? 
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6. Gasté 4 2 de lo que tenía; perdí 5 de lo que me quedó, se me perdieron $8 y me quedé sin náda, 
¿Culo Ela ed pico? 

7. Tenía cierta suma. Gasté + de lo que tenía; cobré $42 que me debían y ahora tengo $2 más que 
en un principio. ¿Cuánto tenía en un inicio? 

8. Después de gastar la mitad de lo que tenía y $15 más, me quedan $30, ¿Cuánto tenía en un principio? 

9. Gasté 2 de lo que tenía y después recibí $1,300. Si ahora tengo $100 más que en un principio, 
¿cuánto tenía al inicio? 


10. Tenía cierta suma, Gasté $ = entrajes y E de lo que me quedó en libros. Si lo que tengo ahora es $380 
menos que 2 ie: e. ¿qué cantidad tenía en un inicio? 


La edad actual de A es la mitad de la de B, y hace 10 años la edad de A era : de la edad 
de B. Hallar las edades actuales. 


Sea x= edad actual de A 


Si la edad actual de A es la mitad de la de B, la edad actual de B es doble de la de A; luego, 
- 2x=edad actual de B 
Hace 10 años, cada uno tenía 10 años menos que ahora; luego, 


x—10=edad de A hace 10 años 
2x 10 = edad de B hace 10 años 


Según las condiciones del problema, la edad de A hace 10 años, x— 10, era . de la edad 
de B hace 10 años, o sea : de 2x — 10; luego, tendremos la ecuación: 


Resolviendo: 7x-70= 6x- 30 
7x—6x= 70-30 

X= 40 años, edad actual de A R. 

2x = 80 años, edad actual de BR. 


Hace 10 años la edad de A era : de la edad que tendrá dentro de 20 años. Hallar la edad 
actual de A. 


Sea x= edad actual de A 
Hace 10 años la edad de A era x— 10. 
Dentro de 20 años la edad de A será x + 20. 
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Según las condiciones, la edad de A hace 10 años, x —10, era > de la edad que tendrá 
dentro de 20 años, es decir, - de x + 20; luego, tenemos la ecuación 


Resolviendo: 5x — 50 = 3x +60 
2x=110 


X Y = 55 años, edad actual de A R. 


_ 


- La edad de A es ; dela de 8 y hace 15 años la edad de A era | de la de B. Hallar las edades 

actuales. 

La edad de A es el triple de la de B y dentro de 20 años será el doble. Hallar las edades actuales. 

¡ e 8 de A hace 5 años era z de la edad que tendrá dentro de 5 años. Hallar la edad actual 

. Hace 6 años la edad de A era la mitad de la edad que tendrá dentro de 24 años. Hallar la edad actual 

de A. 

5. La edad de un hijo es , de la edad de su padre y dentro de 16 años será la mitad. Hallar las edades 
actuales. 

6. La edad de un hijo es : de la de su padre y hace 8 años la edad del hijo era : de la edad del padre. 
Hallar las edades actuales. 

7. La suma de las edades actuales de A y B es 65 años y dentro de 10 años la edad de B será > de 
la de A. Hallar las edades actuales. 

8. La diferencia de las edades de un padre y su hijo es 25 años. Hace 15 años la edad del hijo era los 

2 de la del padre. Hallar las edades actuales. 


9. Hace 10 años la edad de un padre era el doble que la de su hijo y dentro de 10 años la edad del 
padre será ; de la del hijo. Hallar las edades actuales. 


10. Atiene 18 años más que B. Hace 18 años la edad de A era , de la de 8. Hallar las edades actuales. 


11. La edad de 4 es el triple de la de B y hace 4 años la suma de ambas edades era igual a la que tendrá 
B dentro de 16 años. Hallar las edades actuales. 


mm 
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A tiene el doble de dinero que B. SiA le da a B $34, A tendrá ne de lo que tenga B. ¿Cuánto k 227 
tiene cada uno? 


Sea x =l0 que tiene B 
Entonces 2x = lo que tiene A 


Si A le da a B $34, A se queda con $(2x — 34) y B tendrá entonces $(x + 34). 


EJERCICIO 151 


ÁLGEBRA = BALDOR 


Según las condiciones del problema, cuando A le da a B $34, lo que le queda a 4, $(2x 
— 34), es me de lo que tiene B, o sea, 0 de $(x + 34); luego, tenemos la ecuación: 


Resolviendo: 22x — 374 =5x+170 
22x — 5x= 374 + 170 
17x =544 


=52= $32, lo que tiene BR. 


2x = $564, lo que tiene A R. 


1. A tiene el doble de dinero que 8. Si A le diera a B $20, tendría E de lo que tendría 8. ¿Cuánto tiene 
cada uno? 


2. Atiene la mitad de B, pero si B le da a A $24 ambos tendrán lo mismo. ¿Cuánto tiene cada uno? 


3. Btiene el doble de lo que tiene A. Pero si B le da a A $6 A tendrá A de lo que le quede a B. ¿Cuánto 
tiene cada uno? 


4. Btiene : de lo que tiene A. Si B le gana a A $30, B tendrá A de lo que le quede a 4. ¿Cuánto tiene 
cada uno? 


5. A y B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando A ha perdido $30 tiene la mitad de lo que 
tiene B. ¿Con cuánto empezó a jugar cada uno? 


6. A y B empiezan a jugar teniendo B e de lo que tiene A. Cuando B ha ganado $22 tiene - de lo que 
le queda a A. ¿Con cuánto empezó a jugar cada uno? h 

7. Atiene a de lo que tiene 8. Si A gana $13 y B pierde $5, ambos tendrian lo mismo. ¿Cuánto tiene 
cada uno? 


8. Btiene la mitad de lo que tiene A. Si 8 le gana a 4 una suma igual a A de lo que tiene A, B tendrá 
$5 más que A. ¿Cuánto tiene cada uno? 


9. A y B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando 8 ha perdido E del dinero con que 
empezó a jugar, lo que ha ganado A es $24. ¿Con cuánto empezaron a jugar? 
10. A y B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando B ha perdido ri del dinero con que 


empezó a jugar, lo que ha ganado A es $24 más que la tercera parte de lo que le queda a B. ¿Con 
cuánto empezaron a jugar? 
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Un padre tiene 40 años y su hijo 15. ¿Dentro de cuántos años la edad del hijo será ; de (os 


la del padre? 


Sea X el número de años que tiene que pasar para que la edad del hijo sea de la del 
padre, 
Dentro de x años, la edad del padre será 40 + x años, y la del hijo, 15 + x años. 


Según las condiciones del problema, la edad del hijo dentro de x años, 15 +x, será 3 de 
la edad del padre dentro de x años, o sea : de 40 +x; luego, tenemos la ecuación: 


Resolviendo: 135 + 9x =160 + 4x 
5x= 25 
Kk=5 


Dentro de 5 años. R. 


— 


. Atiene 38 años y B 28 años. ¿Dentro de cuántos años la edad de B será : de la de 4? 


B tiene 25 años y A 30. ¿Dentro de cuántos años la edad de A será E de la edad de 8? 


A tiene 52 años y B 48. ¿Cuántos años hace que la edad de B era = de la de 4? 


> 


Rosa tiene 27 años y María 18, ¿Cuántos años hace que la edad de María era z de la de Rosa? 


5. Enrique tiene $50 y Emesto $22. Si ambos reciben una misma suma de dinero. Ernesto tiene > de 
lo de Enrique. ¿Cuál es esa suma? 


Pedro tenía $90 y su hermano $50. Ambos gastaron igual suma y ahora el hermano de Pedro tiene 
a de lo que tiene Pedro. ¿Cuánto gastó cada uno? 


el 


Una persona tiene > de la edad de su hermano. Dentro de un número de años igual a la edad actual 
del mayor. La suma de ambas edades será 75 años. Hallar las edades actuales. 


cs 
: 


A tenía $54 y B $32. Ambos ganaron una misma cantidad de dinero y la suma de lo que tienen 
ambos ahora excede en $66 al cuádruple de lo que ganó cada uno, ¿Cuánto ganó cada uno? 


A tenía $153 y B $12. A le dio a B cierta suma y ahora A tiene : de lo que tiene B. ¿Cuánto le dio 
AabB? 
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229 ) La longitud de un rectángulo excede al ancho en 8 m. Si cada dimensión se aumenta en 3 
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metros, el área se aumentaría en 57 m?, Hallar las dimensiones del rectángulo. 


Sea x= ancho del rectángulo 


Entonces x +8 = longitud de rectángulo 


Como el área de un rectángulo se obtiene multiplicando su longitud por su ancho, ten- 


dremos: 


Si cada dimensión se aumenta en 3 metros, el ancho será ahora x + 3 metros y la longitud 
(x+8) +3=x=+ 11 metros. 


El área será ahora (x + 3)(x + 11) m?. 


Según las condiciones, esta nueva superficie (x + 3) (x + 11) m? tiene 57 m* más que la 
superficie de rectángulo dado x(x +8); luego, se tiene la ecuación: 


Resolviendo: x? + 14x + 33 — 57 =x? + 8x 
14x — 8x = 57 —- 33 
6x = 24 
x= 4 m, ancho del rectángulo dado R. 
x+8=12 m, longitud del rectángulo dado R. 


1. La longitud de un rectángulo excede al ancho en 3 m. Si cada dimensión se aumenta en 1 m la 
superficie se aumenta en 22 m'. Hallar las dimensiones del rectángulo. 


2. Una de las dimensiones de una sala rectangular es el doble de la otra. Si cada dimensión se au- 
menta en 5 m el área se aumentaría en 160 m?, Hallar las dimensiones del rectángulo. 


3. Una dimensión de un rectángulo excede a la otra en 2 m. Si ambas dimensiones se disminuyen en 
5 mel área se disminuye en 115 m”. Hallar las dimensiones del rectángulo. 


. La longitud de un rectángulo excede en 24 m al lado del cuadrado equivalente al rectángulo y su 
ancho es 12 m menos que el lado de dicho cuadrado. Hallar las dimensiones del rectángulo. 


5. La longitud de un rectángulo es 7 m mayor y su ancho 6 m menor que el lado del cuadrado equi- 
valente al rectángulo. Hallar las dimensiones del rectángulo. 

. La longitud de un campo rectangular excede a su ancho en 30 m. Si la longitud se disminuye en 
20 m y el ancho se aumenta en 15 m, el área se disminuye en 150 m?, Hallar las dimensiones del 
rectángulo. 

7. La longitud de una sala excede a su ancho en 10 m. Si la longitud se disminuye en 2 m y el ancho 

se aumenta en 1 m el área no varía. Hallar las dimensiones de la sala. 
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El denominador de una fracción excede al numerador en 5. Si el denominador se aumenta k 230 
en 7, el valor de la fracción es . . Hallar la fracción. 


Sea X= numerador de la fracción 


Como el denominador excede al numerador en 5: x + 5 = denominador de la fracción. 


ÁS á Xx 
La fracción será, por lo tanto, E 


Según las condiciones, si el denominador de esta fracción se aumenta en 7, la fracción 
equivale a E ; luego, tendremos la ecuación: 


Resolviendo: E ZA 
r+12 2 
2x=x+12 


X= 12, numerador de la fracción 
x+5= 17, denominador de la fracción 


Luego, la fracción buscada es - Ri 


1. El numerador de una fracción excede al denominador en 2. Si el denominador se aumenta en 
7 el valor de la fracción es 2. Hallar la fracción. 


. El denominador de una fracción excede al numerador en 1. Si el denominador se aumenta en 15, 
el valor de la fracción es e . Hallar la fracción. 


. El numerador de una fracción es 8 unidades menor que el denominador. Si a los dos términos de 
la fracción se suma 1 el valor de la fracción es : . Hallar la fracción. 
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. El denominador de una fracción excede al doble del numerador en 1. Si al numerador se resta 4, el 
valor de la fracción es A Hallar la fracción. 


. El denominador de una fracción excede al doble del numerador en 6. Si el numerador se aumenta 
en 15 y el denominador se disminuye en 1, el valor de la fracción es a - Hallar la fracción. 


. El denominador de una fracción excede al numerador en 1. Si al denominador se añade 4, la frac- 
ción que resulta es 2 unidades menor que el triple de la fracción primitiva. Hallar la fracción. 


-d 


. El denominador de una fracción es 1 menos que el triple del numerador. Si el numerador se aumen- 
ta en 8 y el denominador en 4 el valor de la fracción es E - Hallar la fracción. 


8. El numerador de una fracción excede al denominador en 22. Si al numerador se resta 15, la dife- 
rencia entre la fracción primitiva y la nueva fracción es 3. Hallar la fracción primitiva. 


A A 


258 ÁLGEBRA + BALDOR 


231 ) La cifra de las decenas de un número de dos cifras excede en 3 a la cifra de las unidades, 
y si el número se divide entre la suma de sus cifras, el cociente es 7. Hallar el número. 


Sea Xx = la cifra de las unidades 


Entonces Xx +3 = la cifra de las decenas 


El número se obtiene multiplicando por 10 la cifra de las decenas y sumándole la cifra 
de las unidades; luego: 


Según las condiciones, el número 11x +30 dividido por la suma de sus cifras, o sea por 
x+X+3 =2x + 3, da de cociente 7; luego, tenemos la ecuación: 


Resolviendo: 11x+30= 14x +21 
11x-—14x =-—30 +21 
—3x =-9 


X= 3, la cifra de las unidades 
Xx +3 = 6, la cifra de las decenas 


Luego, el número buscado es 63. R. 


1. La cifra de las decenas de un número de dos cifras excede a la cifra de las unidades en 2. Si el 
número se divide entre la suma de sus cifras, el cociente es 7. Hallar el número. 
2. La cifra de las unidades de un número de dos cifras excede en 4 a la cifra de las decenas y si el 
número se divide entre la suma de sus cifras el cociente es 4. Hallar el número. 
3. La cifra de las decenas de un número de dos cifras es el doble de la cifra de las unidades y si el 
l número, disminuido en 9, se divide entre la suma de sus cifras el cociente es 6. Hallar el número. 
| 4, La cifra de las decenas de un número de dos cifras excede en 1 a la cifra de las unidades. Si el nú- 
mero se multiplica por 3 este producto equivale a 21 veces la suma de sus cifras. Hallar el número. 
5. La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un número de dos cifras es 7. Si el 
número, aumentado en 8, se divide entre el doble de la cifra de las decenas el cociente es 6. Hallar 
el número. 
á. La cifra de las decenas de un número de dos cifras excede en 2 a la cifra de las unidades y el 
número excede en 27 a 10 veces la cifra de las unidades. Hallar el número. 
7. La cifra de las decenas de un número de dos cifras es el doble de la cifra de las unidades, y si el 
número disminuido en 4 se divide entre la diferencia entre la cifra de las decenas y la cifra de las 
unidades el cociente es 20. Hallar el número. 
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A puede hacer una obra en 3 días y B en 5 días. ¿En cuánto tiempo pueden hacer la obra 
trabajando los dos juntos? 


Sea x el número de días que tardarían en hacer la obra trabajando los dos juntos. 
sien x días los dos juntos hacen toda la obra, en 1 día hará . de la obra. 


A, trabajando solo, hace la obra en 3 días; luego, en un día hace : de la obra. 
B, trabajando solo, hace la obra en 5 días; luego, en un día hace . de la obra. 


Los dos juntos harán en un día (2+1 de la obra; pero como en un día los dos hacen , 
de la obra, tendremos: 


Resolviendo: 5x +3x = 15 


1. A puede hacer una obra en 3 días y B en 6 días. ¿En cuánto tiempo pueden hacer la obra los dos 
trabajando juntos? 

2. Una llave puede llenar un depósito en 10 minutos y otra en 20 minutos. ¿En cuánto tiempo pueden 
llenar el depósito las dos llaves juntas? 

3. A puede hacer una obra en 4 días, B en 6 días y C en 12 días. ¿En cuánto tiempo pueden hacer la 
obra los tres juntos? 

4. A puede hacer una obra en E días, B en 6 días y C en 2 días. ¿En cuánto tiempo harán la obra 
los tres juntos? 

5. Una llave puede llenar un depósito en 5 minutos, otra en 6 minutos y otra en 12 minutos. ¿En 
cuánto tiempo llenarán el depósito las tres llaves abiertas al mismo tiempo? 

6. Una llave puede llenar un depósito en 4 minutos, otra llave en 8 minutos y un desagúe puede va- 
ciarlo, estando lleno, en 20 minutos. ¿En cuánto tiempo se llenará el depósito, si estando vacío y 
abierto el desagúe se abren las dos llaves? 


— Figura 20H 


¿A qué hora entre las 4 y las 5 están opuestas las agujas 
del reloj? 


En los problemas sobre el reloj, el alumno debe hacer siem- 
pre un gráfico como el adjunto. 

En el gráfico está representada la posición del horario y 
el minutero a las 4. Después representamos la posición de 
ambas agujas cuando están opuestas, el horario en C y el 
minutero en D. 
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Mientras el minutero da una vuelta completa al reloj, 60 divisiones de minuto, el horario 
avanza de una hora a la siguiente, 5 divisiones de minuto, o sea 37 , de lo que ha recorrido el 
minutero; luego, el horario avanza siempre ;; de las divisiones E avanza el minutero. 


Sea Xx = el número de divisiones de 1 cb del arco ABCD que ha recorrido el minutero 
hasta estar opuesto al horario. 


Entonces 5 = número de divisiones de 1 minuto del arco BC que ha recorrido el horario. 


En la figura 20 se ve que arco ABCD = x equivale al arco 4B = 20 divisiones de 1 minu- 
to, más el arco BC = eE más el arco CD = 30 divisiones de 1 minuto; luego, tendremos la 


ecuación: 
Resolviendo: x=50 ta 
12x=600+x 
11x= 600 


Xx = 0 =544 divisiones de 1 minuto 


Luego, entre las 4 y las 5 las manecillas del reloj están opuestas a las 4 y 547 minutos. R. 


234 ) ¿A qué hora, entre las 5 y las 6, las agujas del reloj forman ángulo recto? 


Entre las 5 y las 6 las agujas están en ángulo recto en 2 posiciones: una, antes de que el 
minutero pase sobre el horario, y otra, después. 


1) Antes de que el minutero pase sobre el horario. 


A las 5 el horario está en € y el minutero en A. Representamos la posición en que 
forman ángulo recto antes de pasar el minutero sobre el horario: el minutero en B y el 
horario en D (Fig, 21). 

Sea X = el arco AB que ha recorrido el minutero; entonces X =elarco CD que 
ha recorrido el horario. 


— fora 21 H——_—___— 
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En la figura adjunta se ve que: arco AB + arco BD =arco AC + arco CD, pero arco AB 
=x, arco BD =15, arco AC=25 y arco CD = 5 luego: 


Resolviendo: 12x + 180 = 300 + x 
11x=120 
X= La =10 5 divisiones de 1 minuto 


Luego, estarán en ángulo recto por primera vez a las 5 y 101 minutos, R. 


2) Después que el minutero ha pasado sobre el horario. 


Alas 5 el horario está en B y el minutero en A. Después de pasar el minutero sobre el 
horario, cuando forman ángulo recto, el horario está en C y el minutero en D. 


Sea x = el arco ABCD que ha recorrido el minutero; % = el arco BC que ha reco- 
rrido el horario. 


En la figura se ve que: nn” 
- 7—__—- 
arco ABCD = arco AB + arco BC +arco CD, ie 


0 sea 


Resolviendo: 12x = 300 +x + 180 
11x= 480 


=M=437 divisiones 
de 1 minuto 


Luego, formarán ángulo recto por segunda vez 
alas 5 y 437, minutos. R. 


1. ¿A qué hora, entre la 1 y las 2, están opuestas las agujas del reloj? 

. ¿A qué hora, entre las 10 y las 11, las agujas del reloj forman ángulo recto? 
. ¿A qué hora, entre las 8 y las 9, están opuestas las agujas del reloj? 

4. ¿A qué hora, entre las 12 y la 1, están opuestas las agujas del reloj? 

5. ¿A qué hora, entre las 2 y las 3, forman ángulo recto las agujas del reloj? 

6. ¿A qué hora, entre las 4 y las 5, coinciden las agujas del reloj? 
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7. ¿A qué hora, entre las 6 y las 7, las agujas del reloj forman ángulo recto? 
8. ¿A qué hora, entre las 10 y las 11, coinciden las agujas del reloj? 
9. ¿A qué hora, entre las 7 y las 7 y 30, están en ángulo recto las agujas del reloj? 


10, ¿A qué hora, entre las 3 y las 4, el minutero dista exactamente 5 divisiones del horario, después de 
haberlo pasado? 


11. ¿A qué hora, entre las 8 y las 9, el minutero dista exactamente del horario 10 divisiones? 


MISCELÁNEA DE PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN 
POR ECUACIONES DE PRIMER GRADO 


1. La diferencia de dos números es 6 y la mitad del mayor excede en 10 a : del menor. Hallar los 
números. 


. Atenía $120 y B $90. Después de que A le dio a B cierta suma, B tiene y delo que le queda a.4. 
¿Cuánto le dio 4 a B? 


. Un número se aumentó en 6 unidades; esta suma se dividió entre 8; al cociente se le sumó 5 y esta 
nueva suma se dividió entre 2, obteniendo 4 de cociente. Hallar el número. 


ES 


. Se harepartido una herencia de $48,000 entre dos personas de modo que la parte de la que recibió 
menos equivale a E de la parte de la persona favorecida. Hallar la parte de cada uno. 


. Dividir 84 en dos partes tales que ¿de la parte mayor equivalga a: Í de la menor. 


. Dividir 120 en dos partes tales que la menor sea a la mayor como 3 es a 5. 


-i 


. Un hombre gasta la mitad de su sueldo mensual en el alquiler de la casa y alimentación de su familia 
y : del sueldo en otros gastos. Al cabo de 15 meses ahorró $30,000. ¿Cuál es su sueldo mensual? 


. Un hombre gastó . de lo que tenía en ropa; . en libros; prestó 51,020 a un amigo y se quedó sin 
nada. ¿Cuánto gastó en ropa y libros? 


. La edad de B es E dela de A y la de E dela de B. Si entre los tres tienen 25 años, ¿cuál es la 
edad de cada uno? 


10. Vendí un automóvil por $8,000 más la tercera parte de lo que me había costado, y en esta opera- 
ción gané $2,000, ¿Cuánto me costó el auto? 


11. Compré cierto número de libros a 2 por $50 y los vendí a 2 por $70, ganando en esta operación 
$80. ¿Cuántos libros compré? 


A 
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12. Compré cierto número de libros a 4 por $300 y un número de libros igual a ; del número de libros 


1 


14. 
15, 
16. 


22, 


2 


e 


2 


37 


2 


27. 


anterior a 10 por 5700. Vendiéndolos todos a 2 por $300 gané $5,400. ¿Cuántos libros compré? 


. Dividir 150 en cuatro partes, tales que la segunda sea ¿de la primera; la tercera ; de la segunda 


y la cuarta a de la tercera. 
¿A qué hora, entre las 9 y las 10 coinciden las agujas del reloj? 
Aes 10 años mayor que B y hace 15 años la edad de B era z de la de A. Hallar las edades actuales. 


A y B trabajando juntos hacen una obra en 6 días, B solo puede hacerla en 10 días. ¿En cuántos 
días puede hacerla A? 


. Dividir 650 en dos partes tales que si la mayor se divide entre 5 y la menor se disminuye en 50, 


los resultados son iguales. 


. La edad actual de A es . de la de B; hace 10 años era $ Hallar las edades actuales. 


. Hallar dos números consecutivos tales que la diferencia de sus cuadrados exceda en 43 a 2 del 


z 11 
número menor. 


. Un colegio contrata a un profesor ofreciéndole un sueldo anual de $300,000 y un vale de libros. Al 


cabo de 7 meses el profesor es despedido y recibe $150,000 y el vale de libros. ¿Cuál es el valor 
del vale? 


. Una suma de $120 se reparte por partes iguales entre cierto número de personas. Si el número de 


personas hubiera sido _ más de las que había, cada persona hubiera recibido $2 menos. ¿Entre 
cuántas personas se repartió el dinero? 
Un hombre compró cierto número de libros por $400. Si hubiera comprado d más el número de 


libros que compró por el mismo dinero, cada libro le habría costado $2 menos. ¿Cuántos libros 
compró y cuánto pagó por cada uno? 


Se ha repartido cierta suma entre 4, B y C. A recibió $30 menos que la mitad de la suma; B $20 
más que o de la suma y C el resto, que eran $30. ¿Cuánto recibieron A y B? 


. Compré cierto número de libros a 5 libros por $60. Si me quedé con - de los libros y vendiendo 


el resto a 4 libros por $90 gané $90, ¿Cuántos libros compré? 


. Un hombre dejó la mitad de su fortuna a sus hijos; . a sus hermanos; Y aun amigo y el resto, que 


eran $2,500,000, a un asilo. ¿Cuál era su fortuna? 

Un padre de familia gasta los E de su sueldo anual en atenciones de su casa; len ropa, Sl en 
paseos y ahorra $810 al año. ¿Cuál es su sueldo anual? 

Un hombre gastó el año antepasado los ; de sus ahorros; el año pasado de sus ahorros ini- 
ciales; este año E de lo que le quedaba y aún tiene $400. ¿A cuánto ascendían sus ahorros? 
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28. Dividir 350 en dos partes, tales que la diferencia entre la parte menor y A de la mayor equivalga a 
la diferencia entre la parte mayor y eS de la menor. 

29. Se ha repartido cierta suma ente A, B y C. A recibió $15; B tanto como A más a de lo que recibió 
E y C tanto como A y 8 juntos. ¿Cuál fue la suma repartida? 

30. Tengo $9.60 en monedas de $1, 206 y 106. El número de monedas de 20€ es E del número 
de monedas de $1 y el número de monedas de 106 es E del número de monedas de 20€. ¿Cuán- 
tas monedas tengo de cada denominación? 


31. Un comerciante perdió el primer año ; de su capital; el segundo año ganó una cantidad igual a a 
de lo que le quedaba; el tercer año gano : de lo que tenía al terminar el segundo año y entonces 
tiene $13,312. ¿Cual era su capital original? 


32. A y B tienen la misma edad. Si A tuviera 10 años menos y 8, 5 años más; la edad de A sería S de 
la de B. Hallar la edad de A. 


33. Un comandante dispone sus tropas formando un cuadrado y ve que le quedan fuera 36 hombres. 
Entonces pone un hombre más en cada lado del cuadrado y ve que le faltan 75 hombres para 
completar el cuadrado. ¿Cuántos hombres había en el lado del primer cuadrado y cuántos hombres 
hay en la tropa? 

34. Gasté o delo que tenia y $20 más y me quedé con la cuarta parte de lo que tenía y $16 más. ¿Cuán- 


to tenía? 


35. A empieza a jugar con cierta suma. Primero ganó una cantidad igual a lo que tenía al empezar a 
jugar; despues perdio $60; mas tarde perdió A de lo que le quedaba y perdiendo nuevamente una 
cantidad igual a E del dinero con que empezó a jugar, se quedó sin nada. ¿Con cuánto empezó a 
jugar? 

36. Un número de dos cifras excede en 18 a seis veces la suma de sus cifras. Si la cifra de las decenas 
excede en 5 a la cifra de las unidades, ¿cuál es el número? 


37. La suma de las cifras de un número menor que 100 es 9. Si al número se le resta 27 cifras se 
invierten. Hallar el número. : 

38. En un puesto de frutas había cierto número de mangos. Un cliente compró A de los mangos que 
habia más 4 mangos; otro cliente compró 3 de lo que quedaba y 6 más, un tercer cliente compró 
la mitad de los que quedaban y 9 más, y se acabaron los mangos. ¿Cuántos mangos había en el 
puesto? 


39, A tenía $80 y B $50. Ambos ganaron igual suma de dinero y ahora B tiene a de lo que tiene A. 
¿Cuánto ganó cada uno? 
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41. 


47. 


Compré una pluma y un lapicero. Pagué por el lapicero ; de lo que pagué por la pluma. Si la pluma 
me hubiera costado $2 menos y el lapicero $3 más, el precio del lapicero habría sido : del precio 
de la pluma. ¿Cuánto costó la pluma y cuánto el lapicero? 


El lunes gasté la mitad de lo que tenía y $2 más; el martes la mitad de lo que me quedaba y $2 
más; el miércoles la mitad de lo que me quedaba y $2 más y me quedé sin nada. ¿Cuánto tenia el 
lunes antes de gastar nada? 


Un hombre ganó el primer año de sus negocios una cantidad igual a la mitad del capital con que 
empezó sus negocios y gastó $6,000; el 2” año ganó una cantidad Igual a la mitad de lo que tenía 
y separo $6,000 para gastos; el 3” año ganó una cantidad igual a la mitad de lo que tenía y separó 
$6,000 para gastos. Si su capital es entonces de $32,250, ¿cuál era su capital original? 

Un hombre compró un bastón, un sombrero y un traje. Por el bastón pago $150. El sombrero y el 
bastón le costaron z del precio del traje, y el traje y el baston $50 más que el doble del sombrero. 
¿Cuánto le costó cada cosa? 

Un conejo es perseguido por un perro. El conejo lleva una ventaja inicial de 50 de sus saltos al 


perro. El conejo da 5 saltos mientras el perro da 2, pero el perro en 3 saltos avanza tanto como 
el conejo en 8 saltos. ¿Cuántos saltos debe dar el perro para alcanzar al conejo? 


Una liebre lleva una ventaja inicial de 60 de sus saltos a un perro. La liebre da 4 saltos mientras el 
perro da 3, pero el perro en 5 saltos avanza tanto como la liebre en 8. ¿Cuántos saltos debe dar 
el perro para alcanzar a la liebre? 


¿A que hora, entre las 10 y las 11, esta el minutero exactamente a 6 minutos del horario? 


A y B emprenden un negocio. B aporta , del capital que aporta 4. El primer año A pierde , de su 
capital y B gana $3,000; el segundo año A gana 1,600 y B pierde ; de su capital. Si al final del 


segundo año ambos socios tienen el mismo dinero, ¿con cuánto emprendió cada uno el negocio? 


48. Un padre tiene 60 años y sus dos hijos 16 y 14 años. ¿Dentro de cuántos años la edad del padre 


sera igual a la suma de las edades de los hijos”? 


Un hombre que está en una ciudad dispone de 12 horas libres. ¿Qué distancia podrá recorrer hacia 
el campo en un auto que va a 50 km por hora si el viaje de vuelta debe hacerlo en un caballo que 
anda 10 km por hora? 


. Compré un refrigerador, una lavadora y una estufa. La estufa me costó $8,000. La lavadora y la 


estufa me costaron el doble que el refrigerador, mientras que el refrigerador y la estufa me costaron 
6] veces lo que la lavadora. ¿Cuánto me costó el refrigerador y cuánto la lavadora? 
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235 ) PROBLEMA DE LOS MÓVILES 


— Figura 2 __——z———————_——______—AKÁKÁ—. 


Sean los móviles m y m' animados de movimiento uniforme, es decir, que la velocidad de 
cada uno es constante, los cuales se mueven en la misma dirección y en el mismo sentido, 
de izquierda a derecha, como indican las flechas. 


Suponemos que el móvil m pasa por el punto A en el mismo instante en que el móvil m' 
pasa por el punto B. Designemos por a la distancia entre el punto A y el punto B. 


Sea v la velocidad del móvil m y v” la velocidad del móvil m' y supongamos que v > v”. 
Se trata de hallar a qué distancia del punto A, el móvil m alcanzará al móvil m7. 


Sea el punto £ el punto de encuentro de los móviles. Llamemos x a la distancia del punto 
A al punto E (que es lo que se busca); entonces la distancia del punto B al punto £ será 
x—a. 


El móvil m pasa por A en el mismo instante en que m' pasa por B y m alcanza a m' en 
E; luego, es evidente que el tiempo que emplea el móvil m en ir desde A hasta E es igual al 
tiempo que emplea el móvil m' en ir desde B hasta E. Como el movimiento de los móviles es 
uniforme, el tiempo es igual al espacio partido por la velocidad; luego: 

El tiempo empleado por el móvil m en ir desde A hasta E será igual al espacio que tiene 
que recorrer x partido por su velocidad y, o sea E 

El tiempo empleado por el móvil m' en ir desde B hasta £ será igual al espacio que tiene 
que recorrer x — a partido por su velocidad v* o sea A Pero, según se dijo antes, estos 
tiempos son iguales, luego tenemos la ecuación: 


Resolviendo: vV'x=v(x-a) 
VX=Vvx-av 
VX—Vx=-av 
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Cambiando signos a todos los términos: VX — VWX=av 


x(v-—v') =av 
== 
v—Y 


fórmula que da la distancia del punto A al punto de encuentro £ en función de a, la distancia 
entre A y B, cantidad conocida y de las velocidades y y v” de los móviles, también conocidas. 


DISCUSIÓN 
La discusión de esta fórmula x= a 


los valores de a, v y v” en cuya función viene dada Xx. 


1) 


2) 


3) 


4) 


5) 


Consideraremos cinco casos, observando la figura: 


y > v”. El numerador av es positivo y el denominador y — v” es positivo por ser el mi- 
nuendo v mayor que el sustraendo v”; luego, x es positiva, lo que significa que el móvil m 
alcanza al móvil m' en un punto situado a la derecha de B. 


y < y”, El numerador av es positivo y el denominador y — v” es negativo por ser el mi- 
nuendo y menor que el sustraendo v”; Luego, x es negativa, lo que significa que los mó- 
viles, si se encontraron, fue en un punto situado a la izquierda de A, y a partir de ese 
momento, como la velocidad de m es menor que la de m', éste se apartó cada vez más 
de m, hallándose ahora a una distancia a de él, distancia que continuará aumentando. 


v=+", La fórmula pa convierte en pes, lo que significa que los móviles 


se encuentran en el inf má así se expresa el hecho de mantenerse siempre a la misma 
distancia a, ya que la velocidad de m es igual a la velocidad de m”. 

0Oxv_0 
y=v' y a=0. La fórmula se convierte en X = =p" valor indeterminado, lo que sig- 
nifica que la distancia del punto A al punto de encuentro es cualquiera, En efecto, siendo 
a=0, los puntos A y B coinciden; luego, los móviles están juntos y como sus velocidades 
son iguales, a cualquier distancia de A estarán juntos. 


y” es negativa. E móvil m' va de derecha a izquierda). La fórmula se convierte en 


= er A y+y" El numerador es e y el denominador también; luego x es positi- 


va, pero menor que a. En efecto: La fracción ¿27 -, Que es el valor de x, puede escribirse 


de) 


nor que el denominador y al aa por una cantidad menor que 1, el producto será 
menor que a. Que x es positiva y menor que a significa que los móviles se encuentran en 
un punto situado a la derecha de A y que este punto dista de A una distancia menor que 
a, O sea, que el punto de encuentro se halla entre A y B. 
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Si en la hipótesis de que v' es negativa suponemos que v =v”, la fórmula se convierte 
en: 


VÁ) v+v 2 2 


0 sea, que el punto de encuentro es precisamente el punto medio de la línea AB. 
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Y EJEMPLOS 


1) 


2) 


Un auto que va a 60 km/h pasa por el punto 4 en el mismo instante en que otro auto 
que va a 40 km/h pasa por el punto B, situado a la derecha de A y que dista de 4 80 km. 
Ambos siguen la misma dirección y van en el mismo sentido. ¿A qué distancia de A se 
encontrarán? 

La fórmula es mt, En este caso a = 80 km, v =60 km/h v' =40 km/h, luego: 


Luego se encontrarán en un punto situado a 240 km a la derecha de A. 

Para hallar el tiempo que tardan en encontrarse no hay más que dividir el espacio entre 
la velocidad. Si el punto de encuentro está a 240 km de A y el auto que consideramos en 
A iba a 60 km/h, para alcanzar al otro necesita: 


240 km 


Un auto pasa por la ciudad A hacia la ciudad B a 40 km/h y en el mismo instante otro 
auto pasa por B hacia A a 35 km/h. La distancia entre A y B es 300 km. ¿A qué distancia 
de A y B se encontrarán y cuánto tiempo después del instante de pasar por ellas? 

En este caso a = 300 km, v= 40 km/h, v' = 35 km/h y como van uno hacia el otro, v' es 
negativa, luego: 


Se encuentra a 160 km de la ciudad A. R. 


La distancia del punto de encuentro a la ciudad 8 será 300 km — 160 km= 140 km. R. 
El tiempo empleado en encontrarse ha sido 19 =4 horas. R. 
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1. Un corredor que parte de A con una velocidad de 8 m/s da una ventaja de 30 m a otro que parte de 
B con una velocidad de 5 m/s. Si ambos van en el mismo sentido, ¿a qué distancia se encontrarán? 

2, Dos autos parten de A y B distantes entre sí 160 km y van uno hacía el otro. El que parte de A va 

250 km/hyel que parte de B a 30 km/h. ¿A qué distancia de A se encontrarán? 

3. Un tren que va a 90 km/h pasa por A en el mismo instante en que otro que va a 40 km/h pasa 
por B, en sentido opuesto. Si la distancia entre A y 8 es 200 km. ¿A qué distancia de A y B. se 
encontrarán? 

4. Un auto que va a 90 km/h pasa por A en el mismo instante en que otro auto. que va a 70 km/h 

- pasaporB y ambos van en el mismo sentido. ¿Qué tiempo tardarán en encontrarse si B dista de 4 
80 km? 

5. Un tren que va a 100 km/h pasa por A en el mismo instante que otro tren que va a 120 km/h pasa 
por 8 y van uno hacia el otro. A dista de B 550 km. ¿A qué distancia de A se encontrarán y a qué 
hora si los trenes pasan por A y B alas 8 a.m.? 

6. Dos personas, A y B, distantes entre si 70 km, parten en el mismo instante y van uno hacia el otro. 
A va a 9 km/h y 8 25 km/h. ¿Qué distancia ha andado cada uno cuando se encuentran? 

- 7, Dos personas, AyB, distantes entre sí E km parten, 8, media hora después que A y van uno 
hacia el otro. A va a 5 km/h y 8 a 4 km/h. ¿Qué distancia ha andado cada uno cuando se cruzan? 

8. Un tren de carga que va a 42 km/h es seguido 3 horas después por un tren de pasajeros que va a 
60 km/h. ¿En cuántas horas el tren de pasajeros alcanzara al de carga y a qué distancia del punto 
de partida? 

9. Dos autos que llevan la misma velocidad pasan en el mismo instante por dos puntos, A y B, dis- 
tantes entre sí 186 km y van uno hacia el otro. ¿A qué distancia de A y B se encontrarán? 
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Fórmulas 


AMULA es la expresión de una ley o de un principio general por medio de símbolos o 


237 
a eras. 
Así, la Geometría enseña que el área de un triángulo es igual a la mitad del producto de 


j ll su base por su altura. Llamando A al área de un triángulo, b a la base y h a la altura, este 
principio general se expresa exacta y brevemente por la fórmula 


p=>xh 


il ; 
mm " A A sie 5 is 
que nos sirve para hallar el área de cualquier triángulo con sólo sustituir b y 1 por sus valores 
concretos en el caso dado, Así, si la base de un triángulo es 8 m y su altura 3 m su área será: 


A= 2 =12m 


Las fórmulas algebraicas son usadas en las ciencias, como Geometría, Física, Mecánica, 
etc., y son de enorme utilidad como apreciará el alumno en el curso de sus estudios. 


XVII FÓRMULAS 


La utilidad y ventaja de las fórmulas algebraicas es muy grande: 


1) Porque expresan brevemente una ley o un principio general. 
2) Porque son fáciles de recordar. 


3) Porque su aplicación es muy fácil, pues para resolver un problema por medio de la 
fórmula adecuada, basta sustituir las letras por sus valores en el caso dado. 


4) Porque una fórmula nos dice la relación que existe entre las variables que en ella intervie- 
nen, pues según se ha probado en Aritmética, la variable cuyo valor se da por medio de 
una fórmula es directamente proporcional con las variables (factores) que se hallan en 
el numerador del segundo miembro e inversamente proporcional con las que se hallen 
en el denominador, si las demás permanecen constantes. 


TRADUCCIÓN DE UNA FÓRMULA DADA AL LENGUAJE VULGAR 


Para traducir una fórmula al lenguaje vulgar, o sea, para dar la regla contenida en una fórmu- 
la, basta sustituir las letras por las magnitudes que ellas representan y expresar las relaciones 
que la fórmula nos dice existen entre ellas. Pondremos dos ejemplos: 


b+b' 


> ) en que A representa el área de un 


1) Dar la regla contenida en la fórmula A=n 
trapecio, h su altura, b y b'sus bases. 
La regla es: el área de un trapecio es igual al producto de su altura por la semisu- 
ma de sus bases. 


2) Dar!la regla contenida en la fórmula v=£,, en la que v representa la velocidad de un móvil 
1 


que se mueve con movimiento uniforme y e el espacio recorrido en el tiempo ?. 
La regla es: La velocidad de un móvil que se mueve con movimiento uniforme es 
igual al espacio que ha recorrido dividido entre el tiempo empleado en recorrerlo. 


En cuanto a la relación de v con e y £, la fórmula me dicta las dos leyes siguientes: 


1) La velocidad es directamente proporcional al espacio (porque e está en el numerador) 
para un mismo tiempo. 


2) La velocidad es inversamente proporcional al tiempo (porque + está en el denominador) 
para un mismo espacio. 


Dar la regla correspondiente a las fórmulas siguientes: 


1. A=3bh siendo A el área de un triángulo, b su base y h su altura. 


2. € =vl, siendo e el espacio recorrido por un móvil con movimiento uniforme, v su velocidad y t el 
tiempo. 
3. t=* , las letras tienen el significado del caso anterior, 


4. T=Fe, siendo 7 trabajo, F fuerza y e camino recorrido. 


5. A= a , siendo A el área de un rombo y D y D' sus diagonales. 


2m 
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6. V=/hxB, siendo V el volumen de un prisma, h su altura y B el área de su base. 
7. V=3/xB , siendo V el volumen de una pirámide, h su altura y 8 el área de su base. 
8. A=xf”, siendo A el área de un círculo y r el radio, (ox es una constante igual a 3.1416 0 $ ,) 
9. e=Jgl", siendo e el espacio recorrido por un móvil que cae libremente desde cierta altura par- 
tiendo del reposo, g la aceleración de la gravedad (9.8 m por s) y t el tiempo empleado en caer. 
10. A=/, 3, siendo A el área de un triángulo equilátero y / su lado. 


1 F=2 - «siendo F la fuerza centrituga, / la masa del móvil, y su velocidad y r el radio de la cir- 
cunterencia que describe. 


49 ) EXPRESAR POR MEDIO DE SÍMBOLOS UNA LEY MATEMÁTICA O FÍSICA 
OBTENIDA COMO RESULTADO DE UNA INVESTIGACIÓN 


Cuando por la investigación se ha obtenido una ley matemática o física, para expresarla por 
medio de simbolos, o sea para escribir su fórmula, generalmente se designan las variables 
por las iniciales de sus nombres y se escribe con ellas una expresión en la que aparezcan las 
relaciones observadas entre las variables. 


1) Escribir una formula que be que la altura de un gine es 00 al doble de su área 
divido entre la base. 


-Designando la altura por h, elárea por A On porb, la fórmula será: 


say 8 LLE 


2 Escribir una fórmula que exprese que la presión que ela un y lqido sobre el fondo del 
recipiente que lo contiene es ¡igual a la superficie del fondo multiplicada por la altura 
del líquido y por su densidad. 

-Designando la presión por P, la superficie del fondo del recipiente por S, la altura del 
líquido por h y su densidad por d, la fórmula será: P=Shd. 


M EJEMPLOS 


Designando las variables por la inicial de su nombre, escriba la fórmula que expresa: 


1. La suma de dos números multiplicada por su diferencia es igual a la diferencia de sus cuadrados. 


2. El cuadrado de la hipotenusa de un triangulo rectángulo es igual a la suma de los cuadrados de los 
catetos. 


3. La base de un triángulo es igual al doble de su área dividido entre su altura. 
4. La densidad de un cuerpo es igual al peso dividido entre el volumen. 

5. El peso de un cuerpo es igual al producto de su volumen entre su densidad. 
6, El área de un cuadrado es igual al cuadrado del lado. 
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7. El volurnen de un cubo es igual al cubo de su arista. 
8. El radio de una circunferencia es igual a la longitud de la circunferencia dividida entre 2. 


9, El cuadrado de un cateto de un triángulo rectángulo es igual al cuadrado de la hipotenusa menos el 
cuadrado del otro cateto. 


10. El área de un cuadrado es la mitad del cuadrado de su diagonal. 


11. La fuerza de atracción entre dos cuerpos es igual al producto de una constante k por el cociente 
que resulta de dividir el producto de las masas de los cuerpos entre el cuadrado de su distancia. 


12. El tiempo que emplea una piedra en caer libremente desde la boca al fondo de un pozo es igual a 
la raíz cuadrada del doble de la profundidad del pozo dividido entre 9.8. 


13. El área de un poligono regular es igual a la mitad del producto de su apotema por el perímetro. 
14. La potencia de una máquina es igual al trabajo que realiza en 1 segundo. 


EMPLEO DE FÓRMULAS EN CASOS PRÁCTICOS 


” 
mu 
= 


Basta sustituir las letras de la fórmula por su valores. | 


1) Hallar el área de un trapecio cuya altura mide 5 m y sus bases 6 y 8 m, respectivamente. 


La fórmula es A= mes 0) 
Aquí, A=5m,b=6 m, b' =8 m; luego, sustituyendo: 


E A=5(8:0)=5x7=35m* 


MN EJEMPLOS 


2) Hallar el volumen de una pirámide siendo su altura 12 m y el área de la base 36 m?. 
La fórmula es V= zh xB 
Aquí, A= 12 m, B=36 m”, luego sustituyendo: 
V=x12x36=4x36=144m" R. 1 
3) Una piedra dejada caer desde la azotea de un edificio tarda 4 segundos en llegar al suelo. 


Hallar la altura del edificio. 
La altura del edificio es el espacio que recorre la piedra. 


La fórmula es: e= sgte 
g vale 9.8 m y t=4 s; luego, sustituyendo: 
=7X98x4”=3x9.8x16=9.8x8=78.4 m R. 


La altura del edificio es 78.4 m. R. 
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p— 
o 1. Hallar el área de un triángulo de 10 cm de base y 8 de altura. A=3bh 
o 
a 2. Hallar el área de un cuadrado cuya diagonal mide 8 m. A= E 
[a 
me 3, ¿Qué distancia recorre un móvil en 15 s si se desplaza con movimiento uniforme y lleva una velo- 
En cidad de 9 m por s? e =v! 
4. ¿En qué tiempo el mismo móvil recorrerá 108 m? 
5. Hallar la hipotenusa a de un triángulo rectángulo siendo sus catetos b=4myc=3m. a?=b?*+c* 
6. La hipotenusa de un triángulo rectángulo mide 13 m y uno de los catetos 5 m. Hallar el otro cateto 
Pe=2*-e. 
7. Hallar el área de un círculo de 5 m de radio. A=11%, =*2 
8. Hallar la longitud de una circunferencia de 5 m de radio. C = 2x1r 
9. Hallar el volumen de un cono siendo su altura 9 m y el radio de la base 2 m. v= ¿har? 
10, El volumen de un cuerpo es 8 cm', y pesa 8.24 g. Hallar su densidad. D=f 
11. Hallar el área de un triángulo equilátero cuyo lado mide 4 m. A Es 3 
12. Hallar la suma de los ángulos interiores de un hexágono regular. S =180" (WN — 2). (N es el número 
de lados del polígono.) 
242 ) CAMBIO DEL SUJETO DE UNA FÓRMULA 
El sujeto de una fórmula es la variable cuyo valor se da por medio de la fórmula. Una fórmula 
es una ecuación literal y nosotros podemos despejar cualquiera de los elementos que entran 
en ella, considerándolo como incógnita, y con ello cambiamos el sujeto de la fórmula. 
un 
= 1) Dada la fórmula e=zal hacer a £ el sujeto de la fórmula. Hay que despejar ! en esta 
= ecuación literal; + es la incógnita. Suprimiendo denominadores, tenemos: 
a 2e =al* 
Al Despejando £*: P= ze 
Extrayendo la raíz cuadrada a ambos miembros: t= [2 R. 


2) Dada la fórmula S = 2R (Y — 2) hacer a Y el sujeto de la fórmula. 
Hay que despejar N. N es la incógnita. 
Efectuando el producto indicado: S =2NVR — 4R 
Transponiendo: S + 4R = 2V/R 


XVII FÓRMULAS 215 


3) En la fórmula pl despejar p”. 


py 
El m. c. m. de los denominadores es pp”f. Quitando denominadores tendremos: 
pp' =p'f + pf 
La incógnita es p”. Transponiendo: pp' -p'f=pf 
pp —f) =pf 
_ A 
. R. 
4) Despejara en v=/2ae.. 
Elevando al cuadrado ambos miembros para destruir el radical: 
v? = 2a6 
Despejando a: a= 2 R. 


Esta operación de cambiar el sujeto de una fórmula será de incalculable utilidad para el 
alumno de la Matemática y Física. 


1. Enla fórmula e = vt, despejar v y £. 13. En V= Je, despejar d y e. 


b+b' j 
2. En A=h( 252) nacer ah el sujeto dela órmula.— y gp e=1)+ Jar", despejar Y; 


3, En e=2af”, despejar a. 
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15. En e=v,t- yal, despejar v, y a. 


4. En A=]aln, despejar a, / y n. 
16. En v =Jhar?, despejar h y r. 


5. En A=x1?, despejar r. 
t 
6. Ena*=b*+c* — 2b x x, despejar x. 17. En 1 despejar c, t yr. 
Y. EN =p AN A Y 18. EnE=1R, despejar Re 1. 
8. Env=v,-—al, despejar v,, a y l. 


19. En €= 2 despejar v. 
9. En D= E despejar v y P. 
20. Enu=a+ (n—1)r, despejar a, n y r. 
10. Ena?=b*++e*, despejar b y c. 


11. Env=al, despejar a y l. 


21. Enu=ar'”', despejar a yr. 


22. En 1=2, despejar Qyt. 
12 En 1=7—], despejar p” yp. 
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caríruLo XIX 
Desigualdades. Inecuaciones 


243 ) Se dice que una cantidad a es mayor que otra cantidad hb cuando la diferencia a — b es 
ici positiva. 


a Así, 4 es mayor que —2 porque la diferencia 4 — (-2) =4 +2 =6 es positiva; -1 es mayor 
Ez que —3 porque —1 — (-3) =-1 + 3 = 2 es una cantidad positiva. 


Se dice que una cantidad a es menor que otra cantidad b cuando la diferencia a — b es 
negativa. 


Así, -1 es menor que 1 porque la diferencia -1 — 1 
3 porque la diferencia —4 


2 es negativa; —4 es menor que 
(-3) = 4 + 3 =—1 es negativa. 


De acuerdo con lo anterior, cero es mayor que cualquier cantidad negativa. 
Así, O es mayor que —1 porque 0 — (-1) =0 +1 =1, cantidad positiva. 


244 ) JE: ) es una expresión que indica que una cantidad es mayor o menor que otra. 


Los signos de desigualdad son >, que se lee mayor que, y < que se lee menor que. Así 
5 >3 se lee 5 mayor que 3; -4 < —2 se lee —4 menor que —2. 
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MIEMBROS | Qs 


Se llama primer miembro de una desigualdad a la expresión que está a la izquierda y segun- 
do miembro a la que está a la derecha del signo de desigualdad. 
Así, en a +b > c-— del primer miembro es a + bh y el segundo c — d. 


TÉRMINOS de una desigualdad son las cantidades que están separadas de otras por el signo k 246 
+ 0—, 0 la cantidad que está sola en un miembro. 
En la desigualdad anterior los términos son a, b, c y —d. 


Dos desigualdades son del mismo signo o subsisten en el mismo sentido cuando sus pri- (0 
meros miembros son mayores o menores, ambos, que los segundos. 

Así, a > b y c > d son desigualdades del mismo sentido. 

Dos desigualdades son de signo contrario o no subsisten en el mismo sentido cuando 
sus primeros miembros no son ambos mayores o menores que los segundos miembros. 

Así, 5> 3 y 1 <2 son desigualdades de sentido contrario. 


PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES (ue 


1) Si a los dos miembros de una desigualdad se suma o resta una misma cantidad, el 
signo de la desigualdad no varía. 


Asi, dada la desigualdad a > b, podemos escribir: 


CONSECUENCIA 


Un término cualquiera de una desigualdad se puede pasar de un miembro al otro 
cambiándole el signo. 

Así, en la desigualdad a > b + podemos pasar c al primer miembro con signo — y 
quedará a—c > b, porque equivale a restar c a los dos miembros. 

En la desigualdad a —b>c podemos pasar b con signo + al segundo miembro y 
quedará a > b +c, porque equivale a sumar b a los dos miembros. 


2) Silos dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen por una misma can- 
tidad positiva, el signo de la desigualdad no varía. 


Así, dada la desigualdad a > b y siendo c una cantidad positiva, podemos escribir: 


CONSECUENCIA 


Se pueden suprimir denominadores en una desigualdad, sin que varíe el signo de la 
desigualdad, porque ello equivale a multiplicar todos los términos de la desigualdad, o 
sea sus dos miembros, por el m. c. m. de los denominadores. 


3) Silos dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen por una misma can- 
tidad negativa, el signo de la desigualdad varía. 


